^-^^ 



] 



PRAXIS 

DER 

GLEICHUNGEN 

VON 

C RUNGE 




C O S -C ! 3 E N S 
LE H R B 1) C H K RE I 

I-GRUPPE 

JNE MATHEMATIK 
BANDZ 




CARNEGIE INSTITUTE 

OF TECHNOLOGY 

LIBRARY 




A GRANT BY 

THE BUHL FOUNDATION 
PITTSBURGH 



Goschens Lehrblicherei 



I, Gruppe 

Reine Mathematik 

Band 2 

Praxis der Gleichungen 

Von 

Professor Dr. C, Runge 



7 \ 

V 
IW1 

M 



Berlin und Leipzig 
Vereinigung wissenschaftlicher Verleger 

Walter de Gruyter & Co. 

voimals G, J, Goschen'sche Verlagshandlunff }. Guttentag, Verlagsbuchhandlun^ . 
Reimer Kail J. Trubner Veit & Comp. 

IQ2I 



Praxis der Gleichungen 



Von 

Dr. C. Runge 

Professor an der Universitat Gbttingen 

Zweite, verbesserte Auflage 
Mit 8 Figuren 

OF 

IB 
UMA1T 





Berlin und Leipzig 
Vereinigung wissenschaftlicher Verleger 

Walter de Gruyter Co. 

vormals G. J, Gwbchen'iChe Veila^hnndlung ]. Guttentag, Veilag-sbuchhandlung- 
Georg Keimei ~ Karl J. Trubner Veil 

1921 



Alle Rechte, insbesondere das der Ubei- 
setzung in fremde Sprachen, vorbehalten. 



Druck der Vei einig-ung wissenschaftlicher Veilegrer Waltei de Oruyter <5t Co., Berlin W jo. 



Inhaltsverzeichnis. 

Seito 

]. "Abschnitt: Lineare tileichnngen* 

1. Lineare Gleichungen rait einer Unbekannten . . , . .3 

2. Lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten 4- 

3. Lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten 18 

4. Anwendungen linearer Gleichungen 23 

II. Abschnitt: Nichtlineare Oleichungen init einer Unbekannten. 

5. Losung durch tabellarische Berechnung. ... . .41 

6. Losung nach der Newtonschen Methode 44 

7. Das Iterationsverfahren . . .48 

8. Anwendung auf die Umkehrung einer Reihe . . . . 51 

lil. Abschnitt: Nichtlineare Gleichungren mit mehreren Unftekannteii. 

9. Die Newtonsche Methode in dem Falle mehrerer Unbekannten . 58 

10. Auffindung der ersten Naherungswerto .... .... 62 

11. Einfiihrung neuer Veranderlicher . . . . 67 

12. Das Iterationsverfahren 69 

13. Anwendung auf lineare Gleichungen . 70 

IV. Abschnitt: Gauze rationale Funktionen einer Yer&nderlicheii. 

14. Berechnung einer ganzen rationalen Funktion aus den Koeffizienten 81 

15. Berechnung aus einer Anzahl gegebener Weite 84 

16. Die Auffindung der Anzahl der reellen Wurzeln. . . ... 88 

17. Die Berechnung der reellen Wurzeln .95 

18. Graphisches Rechnen 101 

19. Anwendung der Additionslogarithinen 110 

20. Trinomische Gleichungen 118 

21. Graeffes. Verfahren zur Berechnung der Wurzeln 136 

22. Der Sturmsche Satz 159 



Uunge, Praxis der Gleichungen 



I. Abschnitt. 

Lineare GHeichungen. 



1. Lineare Oleichungen mit einer Unbekannten. 

Die Losung einer Gleichung ersten Grades mit einer Unbekannten 
verlangt nichts anderes als eine Division. Denn sind a und I zwei gegebene 
Zahlen und soil ei;ne Zahl x gefunden werden, so daB 

ax + I = 

ist, so heiBt das, es soil x mit a multipliziert gleich I seinoder es soil x 
gleich I dividiert durch a sein. Wenn die Werte a und I nicht absolut 
genau, sondern nur bis zu einem gewissen Grade der Genauigkeit bekannt 
sind, wie es bei beobachteten Werten meistens der Fall ist, so kannnatiir- 
lich auch x nur mit einem gewissen Grade der Genauigkeit gefunden werden. 

1 

Wenn z. B. der Wert von I um T-T^T seines Betrages groBer oder kleiner 

100 

sein konnte, wahrend a absolut genau bekannt ist, so wiirde auch x = 

um TT^: seines Betrages groBer oder kleiner sein konnen. Wenn anderer- 
100 

seits I absolut genau bekannt ware, wahrend a um seines Betrages 

I 1 

groBer sein konnte, so wiirde x = -- um 7^ seines Betrages kleiner 

CL 100 

I 99 I I 1 I 

sein kSnnen, denn - = - = - - -, und wenn a um 



1 I 

seines Betrages kleiner sein wiirde, so wiirde x = -- um 7^- groBer 

Rnnge, Praxis der Gleidmngen. 



2 I. Abschnitt. Lineare Gleichtingen. 

7 101 I I i I 

sein konnen, denn -- = IQO a = a + TOO ' 



11 11 

Unterschied zwischen und - ' und ebenso den zwischcn TTJ- und -r-r 

vernachlSssigen, konnen wir demnach rund sagen, daB x sich um 
1 Prozent vergroBert oder verkleinert, wenn a sich um 1 Prozent verkleinori 
oder vergroBert. 

Wenn I und a beide nicht genau bekannt sind, so konnen die Fehler 
in der Annahme von I und a sich aufheben, sie konnen sich aber auch 

I . a 

verstarken. Denkt man sich I um ^ groBer und gleichzeitig a um -TTT- 

kleiner, so tritt an Stelle von der Ausdruck 
' a 

I 
/ + 99 _l_ 101 _j_ _2_ I 

~ ~~ a ' 99 ~~ a + 99 ' a ' 



/- a . 

oder wenn 7 um -TT-J- kleiner und a um groBer angenommen wird, 



101 



2 2 

Vernachlassigen wir wieder den Unterschied zwischen und 7^-, sowie 

2 2 

zwischen -r^rr und -rr-r-, so konnen wir rund sagen, x wird um 2 Prozeni 

fehlerhaf t sein konnen, wenn bei I und a Fehler von 1 Prozent moglich sind, 
Etwas allgemeiner stellt sich dieselbeBebrachtung durch die folgoixde 
Gleichung dar: 

I (1 + a) _ I a I (}_ I 

a (1 + ft) ~ a + 1 + j8 a~l + ft " a 

a I I 

Wenn a und fl sehr klein sind, so ist 7- s "" sehr nahe gleich a 

1 + p a D a 

jff / I 

und ^ - sehr nahe gleich f} und man kann daher sagen, daC bri 
i ~y~ jy a/ a 

Anderuog von I um den positiven oder negativen Bruchteil a seines Be- 



1. Lineare Gleichungen mit einer Unbekannten. 3 

trages und gleichzeitiger Anderung von a um den positiven Oder negativen 
Bruchteil ft seines Betrages die Anderung von den Bruchteil a /? 

seines Betrages ausmacht. 

Wenn es sich um beobachtete GroBen handelt, so ist in sehr vielen 
Fallen die relative Genauigkeit, mit der I und a bekannt sind, gering und 
es wiirde ein unnotiger Arbeitsaufwand sein, die Division mit einer erheb- 
lich grbBeren relativen Genauigkeit auszufiihren. 

Beispiel: Ein Zimmer soil 50 qm Inhalt haben, wobei es auf 1 Prozent 
d. h. | qm nicht ankommt. Die Breite soil 6.3 m sein, wobei es auch auf 
1 Prozent, d. h. 6.3 cm nicht ankommt. Wie grofi muB die L&nge des 
Zimmers sein? 

Die Division braucht hochstens bis zur dritben Stelle ausgefuhrt 
zu werden. 

6.3 | 50. 1 7.94 
441 
59' 
567 



23 

(Es ist 7.94 geschrieben, weil die Differenz zwisohen 6.3 x 4 und 23 ge- 
ringer ist als die Differenz zwischen 6.3 x 3 und 23.) Eine genauere Aus- 
fiihrung der Division hat gar keinen Zweck, weil, wenn Zahler und Nenner 
um 1 Prozent andere Werte haben konnen, so kann der Quotient sich um 
2 Prozent, d. i. um 0.16 m todern. Es wurde im allgemeinen auch wohl 
das Resultat 7.9 vollig ausreichen. 

Der Rechenschieber *) in der handJichen GroBe, wie er gewohnlich 
ausgefuhrt wird, erlaubt die Ausfiihrung der Division etwa auf J Prozent, 
was in sehr vielen Fallen vollig ausreicht. Eine vierstellige Logarithmen- 
tafel lafit sich bequem auf eine Quartseite drucken, so daB kein Bittern 
zur Auffinclung der Logarithmen oder der Numeri notig ist. Der Fehler 
des Logarithmus von Zahler und Nenner betragt hochstens eine halbe 
Einheit der vierten Dezimale, der des Quotienten daher hochstens eine 
Einheit der vierten Stelle. Dem entspricht ein Fehler im Numerus von 
etwas weniger als J Promille. Selbst wenn die GroBen a und I also 
bis auf etwa -^ ihres Betrages bekannt w&ren, wiirde es allenfalls 
noch ausreichen, den Quotienten mit vierstelligen Logarithmen aus- 
zurechnen. 

Nur ist zu bemerken, dafi man gern so genau rechnet, daB die bei 



*) Der Gebrauch des Eechenschiebers muB am Instrument selbst gelernt werden. 
Daher ist hier auf eine Beschreibimg verzichtet. 

1* 



4 I. Absehnitt. Lineare Gleichungen. 

der Reclaming vernachlassigte Abweichung erheblich kleiner ist als dio 
durch die Unsichorlieit der Daten verursachte Unsicherheit des Rcsullats. 
Unter den gemachten Annahmen wiirde die bei der Rechnung ver- 
nachlassigte Abweichung gleich dieser Unsicherheit sein. 



2. lineare Gleichungen mit zwei "Unbekannten. 

Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten lassen sich auf 
Gleichungen erslen Grades mit einer Unbekannten zuriickfiihren. Es 
seien ^Mi? ^aMa gegebene GrSBen und es soil en die Unbekannten 
x und y so bestimmt werden, daB gleichzeitig 

OjS + iiy + Zi-0 

so kann das in der Weise geschehen, daB man die erste Gleichung mit ~ 
multipliziert und von der zweiten Glied fur Glied abzieht: 

a% 0% ^ 

3 a-L l a a 



Es entsteht so eine neue Gleichung ersten Grades, die die UnbeJkannfce 
x nicht mehr enthalt, aus der man also y durch Division fmdct. Setzt 
man diesen Wert von y in eine der beiden zuerst gegebenen Gleichungen 
ein, so ergibt sich eine Gleichung ersten Grades fur x allein. Setzt man 
den Wert von y in die andere Gleichung ein, so muB sich derselbc Wert 
von x ergeben, was eine Kontrolle der Rechnung ermoglicht. 

Ist die Genauigkeit des Rechenschiebers ausreichend, so laBt sich 
dio Berechnung der Unbekannten sehr bequem bewerkstclligen. Stellt 
man namlich auf dem Rechenschieber die beiden GroBen a x und 2 , die 
eine auf der festen, die andere auf der beweglichen Skala einander gegen- 
liber, so sind alle einander gegeniiberstehenden Zahlen in dem Verhaltnis 

at :a z - Den GroBen b und Z x werden also die GroBen ^& x und ^ 

gegeniiberstehen, die man auf diese Weise durch eine einzige Stellung des 
Schiebers ermittelt. Hat man alsdann durch Gegenuberstellung von 

l 2 ~li und J 2 ~&! den Wert von y gegeniiber der 1 der einen 
a i a i 
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Skala abgelesen, so kann man sofort mit der gleichen Stellung des Schiebers 
die Werte von b^ y und b 2 y ablesen, die in die gegebenen Gleichungen 
eingesetzt, die beiden Gleichungen fur x liefern, die auf denselben Wert 
von x fuliren miissen. 

Beispiel: 3.1 x + 4.2 y 3.5 = 

1.2a 3.5 y + 2.2 = 0. 

Urn alles iiberfliissige Schreiben zu vermeiden, setzt man nur die 

a a 
Koefflzienten selbst hin und laftt bei der durch Multiplikation mit 

erhaltenen Gleichung das Glied mit x ganz weg, das ja doch bei der Sub- 
traktion wegfallt: 

3.1 +4.2 3.5 

1.2 3.5 +2.2 
+ 1.63 1.36 



5.13 +3.56 2/= +0.692 

3.5 
+ 2.91 

3.1 0.59 x = + 1.90 (aus der ersten Gleichung). 

+ 2.2 

2.43 

1.2' 0.23 x = + 1*92 (aus der zweiten Gleichung) 

Mit vierstelligen Logaritlimen wurde man etwa so rechnen. Zunachst 
wiirde man die Logarithmen der Koeffizienten der ersten Gleichung hm- 

schroiben : 

0.4914 0.6232 0.5441 n , 

dazu den Logarithmus des Koeffizienten von y in der zweiten Gleichung 

0.0792. Nun ist, um mit zu multiplizieren, die Differenz 0.4914 

^i 
0.0792 = 0.4122 von den Logarithmen von b und l abzuziehn: 

0.2110 0.1319 W . 

Dazu die Numeri 

1.626 1.355. 

Biese sind von b% und Z 2 abzuziehen 

5.126 +3.555. 
Die Rechnung kann nach dem folgenden Schema ausgefiihrt werden: 
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0.4914 
0.0792 


0.6232 
0.4122 


0.5441 B 
0.4122 


0.4122 


0.2110 
1.626 
3.5 


0.1319 
1.355 

+ 2.2 



5.126 +3.555 
Aus den letzten beiden Zahlen ergibt sich y: 

log 3.555 = 0.5508 
log 5.126 = 0.7098 

log y = 9.8410 y = 0.6934 
Mit dem gefundenen Werte wird dann auf doppelte Weise x gefunden: 

log bi : 0.6232 log 6 2 : 0.5441 n 
log y : 9.8410 log y : 9.8410 
04642 0.3851 n 

bty=* 2.912 b 2 y = 2.427 
= 3.5 / 2 = + 2.2 



0.588 0.227 

9.7694 9.3560 

log d! = 0.4914 log a a = 0.0792 



9.2780 9.2768 

3= 0.1897 x =0.1891 

Man beachte, da8 die Ungenauigkeiten, die durch die bei der Recli- 
nung vernachlSssigten Stellen entstehen, erheblich groBer werden konnen 
als die Genauigkeit einer einzelnen Multiplikation oder Division. So ist 
z. B. bei der mit dem Rechenschieber ausgefuhrten Rechnung das Produkt 
#2 y = 2.43 auf J Prozent genau, aber bei der Summe Z 2 + b 2 y = 0.23 
wird der Fehler relativ viel grofier, woraus sich die Abweichung zwischen 
den beiden Werten von x erklart. Es kann in solchen Fallen notwendig 
werden, die Rechnung mit mehr Stellen durchzufixhren, als flir das Resultat 
erforderlich sind. Man erkennt das erst im Verlaufe der Rechnung und 
muB daher unter Umst&aden dieselbe Rechnung wiederholen. 

Von der durch die Abkiirzung der Rechnung eingefuhrten Unsicher- 
heit ist wohl zu trennen die Unsicherheit, die durch die Ungenauigkeit 
der Koeffizienten entsteht. Wenn z. B. Z 2 = 2.2 nur auf eine Einheit der 

# 2 

ersten Dezimale sicherist, so ist L - L = 3.56 auch nur auf eine Einheit 

0,1 

der ersten Dezimale sicher, also auf etwa 3 Prozent. Und der Werl von y 
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wird auch nur auf 3 Prozent sicher, d. h. auf etwa 0.02. Und wenn nun x 
wieder mit Hilfe dieses fiir y gefundenen Wertes berechnet wird, so wird 
b l y um 3 Prozent unsicher, d. i. um etwa 0.09, mithin ^ t x y um etwa 
15 Prozent und daher x auch um 15 Prozent. Man konnte die Unsicherheit 
von x auch unmittelbar finden, indem man aus den beiden gegebenen 
Gleichungen nicht erst y berechnet, sondern unmittelbar eine Gleichung 

fiir x ableitet, indem man z. B. die erste Gleichung mit - multipliziert 

^i 
von der zwei ten abzieht. Man erhalt auf diese Weise die Gleichung fur x: 

L2 +2.2 

b* b 2.582.92 

a, -^-3.78, 4-^^-0.72 3-^-^- 

x = 0.191. 

b 2 
Bin Fehler von Z 2 um 0-i ergibt auch einen Fehler von 1 2 T-/J. 

i 

um 0.1, d. i, um 14 Prozent, also auch einen Fehler von x um 14 Prozent, 
also um 0.027. 

Von den verschiedenen Moglichkeiten, wie man die Werte von x und y 
finden kann, wird man unter Umsttoden gewisse bevorzugen. 

So kann man z. B. um y zu berechnen, sowohl die erste Gleichung 

tfo , 

mit multipliziert von der zweiten abziehen, wie auch die zweite mit 
a i 

multipliziert von der ersten abziehen, Im ersten Falle erhalten wir 
fiir y die Gleichung: 



im zweiten Fall: 



1st klein, so wird man in der Regel die erste Art vorziehen. 

ai 
Denn es werden dann, auBer wenn 6 X und l groB gegen 6 2 

Produkte b, und ^ nur kleine Bruchteile von & 2 
i % 

braucht also die Produkte ~ i x und / x nur auf sehr wenig Stellen 
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auszurechnen, wahrend dennoch die relative Genauigkeit von ( 2 -- -6J 

\ MI * 

und U 2 -- -/i) groB ist. 
V #i / 

Z. B. 55 x + 3.3 y 5 =0 

x i.3y + 3.7 = 

55 3.3 5 

1 4.3 +3.7 

0.060 0.091 3 791 

4.360 +3.791 y = - = 0.8695. 



Wollte man dagegen die zweite Art dor Rechnung anwenden, so 

miifiten die Produkte & 2 und ? 2 au ^ & Stellen ausgofiihrl werden, 
a ^ (t% 

urn fiir y die gleiche Genauigkeit zu erhalien. 

1 4.3 +3.7 
55 +3.3 5 

-236.5 +203.5 

239.8 208.5 ?/ = = 0.8695. 



Fur die erste Art der Rechnung wiirde die Genauigkeit des Rochon- 
schiebers vollkommen ausreichen, urn Zahler und Nenner von y zu finden, 
fiir die zweite dagegen nichl. 

Will man ferner mit dem gefundenen Werte von y den Wert von x 
berechnen, so ist es vorteilhafter, sich der ersten Gleichung zu bedienen, 
in der % grofl ist gegen # 2 , vorausgesetzt, dafi nicht etwa zugleich b grot) 
ist gegen & 2 . 

Denn wenn bei Benutzung der ersten Gloichung b^ y mit einem 
Fehler behaftet ist, so wird er bei der Berechnung von x durch a dividiert, 
wahrend bei Benutzung der zweiten Gleichung der Fehler von & 2 y durch 
das kleinere a 2 dividiert wird. In dem obigen Beispiel crgibt sich mit 
dem Rechenschieber aus der ersten Gleichung 

2 13 
2/-0.87, 3.3 y = 2.87, x = -jrr- - 0.0388.- 

00 

Bei Benutzung der zweiten Gleichung dagegen gibb| der Rechen- 
schieber 4.3 y = 3.74, x = 0.04. Im ersten Falle kann man also mit dem 
Rechenschieber den Wert von x auf etwa J Prozent genau finden, im 
zweiten Falle dagegen weitaus nicht so genau. 

Im zweiten Falle gentigt es nicht, den Wert von y nur auf otwa 
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1 Prozent zu kennen, um den Wert von x etwa mit derselben relativen 
Genauigkeit zu berechnen. 

Die GroBenunterschiede der Koeffizienten 2 und % konnen so groft 

sein, dafi ~bi und ^ gegen Z> 2 un( i '2 uberhaupt nicht in Betracht 

kommen. Dann habte man fiir y einfach die Gleichung & 2 2/ + k = zu 
setzen, mit anderen Worten, man konnte das Glied a 2 a; in der zweiten 

(Jleichung vernachltoigen. Ist zugleich ~ so klein, daf> Z 2 g e S en ^i 

nicht in Betracht kommt, so ergibt sich a l x + l l = Q, d. h. es kann in 
der ersten Gleichung das Glied mit y vernachlassigt werden. 

Z. B, 123 x y + 53 = 

0.5# +201v 47 = 0. 



53 47 

Die Werte x - ^3.= 0-43 und y - ^ = 0.23 sind Nfthe- 

rungen der Losungen. Man kann diese Naherungen benutzen, um ge- 
nauere Werte zu finden. Indem man den N^lherungswert von y in die 

52.77 . , 

erste Gleichung einsetzt, ergibt sich x =-^23" und indem man den 



Naherungswert von x in die zweite Gleichung einsetzt, ergibt sich 



=s ' (vergl. Abschnitt III 12). 



- 

Es kann vorkommen, daC in den gegebenen Gleichungen a 2 und a^ 
keine wesentlichen GroBenunterschiede zeigen, dafi aber auf leichte Woise 
aus den beiden gegebenen Gleichungen eine dritte abgeleitet werden kann, 
in der der Koeffizient von x sehr klein gegen % oder a 2 ist und die dann 
mit einer der beidon gogebenen Gleichungen bequem zur Berechnung 
verwendet werden kann. Ist z. B. a nahezu gleich a a , so kann man die 
Differenz der beiden Gleichungen bilden. 

Z, B. 123 a 51 y +37=0 

z +4.3y 22 = 



x 94 y +59 = 

123 51 37 
194 59 

0.4 + 0.3 
93.6 58.7 y 0.627, 

Zugleich gibt die Summe der beiden Gleichungen 
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245.Z By + 15 =0 
8 y 5,016 == 



= -0.040, 

Ebenso wenn % nahezu gleich 2 a 2 ware, so konnte man die zweite Gleichung 
mit 2 multipliziert von der ersten abziehen und so eine Gleichung erzielen, 
in der der Koeffizient von x klein ist. 

Unter UmstSnden kann es auch zweckmafiig sein, statt einer der 
beiden^Unbekannten eine Kombination der beiden einzufiihren. Ist z. B. 
b 2 nahezu gleich a 2 , so kann man x + y = y' setzen und hat dann 



Jetzt ist a a & 2 klein, und man kann die erste Gleichung mit - r 

a i ^i 

multipliziert von der zweiten abziehen und kann dabei die Rechnung auf 
wenige Stellen beschranken. 

Z. B. 522o? 177 y 66 = 

433 a?+ 431 y + 103 = 0. 

Daraus f (ir ic + z/ = j/' 

699 a; illy 1 66^=0 
2x +431?/' +103=0 



103.19 



. 
431.51 103.19 y' = = 0.239 

66 
177 y' = + 42.3 



23.7 
237 



?/ = 0.273. 

Man kann durch Einfuhrung einer neuen Vertoderlichen auch die 
Losung der Gleichung finden. 

Es sei n&mlich x + ft y a?', dann ist 

fli a?' + (&i A a x ) j/ + Zi = 
a 2 5?' + (6 2 ft a a ) T/ + Z 2 = 0. 

*i 
Wird nun ft = gesetzt, so fallt y aus der ersten Gleichung heraus 
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und man hat x' = . Dieser Wert wird in die zweite Gleichung ein* 

a i 
gesetzt, die alsdann in eine Gleichung fur y ubergeht. 



l 

Nachdern auch y gefunden ist, hat man x = x 1 y. 

a i 

Es kommt die Aufgabe vor, daB zwei Unbekannte x und y die Lo- 
sungen zweier Gleichungen 

% % + &i y + h = 
02 + h y + k = 

sein sollen, f iir welehe der Wert J7 einer linearen Funktion a$x + b 3 y + 1$ 
berechnet werden soil. Dies kann auf folgende Weise bequem ausgefiihrt 

werden. Man zieht die linke Seite der ersten Gleichung mit ~ multi* 

a i 

<2o 

pliziert von der linken Seite der zweiten ab und mit multipliziert 

"i 

von der linearen Funktion a Q x + 3 y + Z 3 ab. Dadurch wird der Wert 
der letzteren nicht geandert; aber das Glied mit x fallt dadurch fort und 
wir erhalten 



Der Abkurzung wegen moge geschrieben werden 

V y + V = 

bt'y + V = U. 

6' 3 

Nun wird die linke Seite der Gleichung & 2 ' y + V *nit multi- 

o z 

pliziert von i s ' y + Z 8 7 abgezogen, wodurch wiederum der Wert dieser 
Grofie nicht geandert wird. Dadurch wird auch das Glied mit y fort- 
geschafft und man erhalt den Wert von U: 

1 f 3 i i rj 

J 3 rr^a = t/- 

e/2 
I ' 
Zugleich ist y = ; und durch Einsetzen dieses Wertes findet 

#2 
man, wie oben angegeben ist, den Wert von x. 
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Die Reclaming geschieht zweckmaCig nach folgendem Schema: 



a* 



V 



b JL 
.'' 



U. 

Beispiel: 

11.3 * 2.7 y + 15.4 = 

17.1 x + 13.5 y 11.2 = 

19.2 x 10.8 y + 12.6 = J7 

11.3 2.7 +15.4 
17.1 +13.5 11.2" 
4.1 +23.3 



19.2 10.8 +12.6 
4.6 +26.2 

17.6 34.5 



6.2 13.6 



Eino andere Art, dieselbe Aufgabe zu Joson, ist die folgende. Statl a; 

ftj 

werde die neue Vertoderliclie #' = x H --- // oingof uhrt, Wir crhalten 

a l 

dann 

di rr' + /, 



^i \ 

T a 2 
"i / 



Wird dann statt x' wieder eine neue Veranderlicho x" = x' + 

i 
eingefiihrt, so ergibt sick 



2. Lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten. 



a 3 x 
<** *" 



= 

= 



i i i 

wo gerade wie oben 6 2 ' fur ^2 -- #2? V ^ ^s -- a a> V ^ r ^2 -- a a? 

^i ^i ^i 

Z 3 ' fur / 3 -- - fl 3 geschrieben 1st. Da nun x" infolge der ersten Gleichung 

a i 

Null sein mufi (a^ wird von Null verschieden vorausgesetzt), so fallen in 
den beiden andern Gleichungen die Glieder, die x enthalten, fort und 
wir erhalten 

V y + V = o 



Wird nun fur y die neue Veranderliche ij == z/ + 7-7 eingefuhrt,, 

C?2 

so ergibt sich. 

*'' =0 



Da wiederum (&<>' ^ vorausgesetzt) y 1 Null sein mu8, so folgt 
wie oben 



7 / J 

Zugleich ergibt sicb y = ^7 und &' == und darau& 

^2 a i 

a; = y + x'. Die Reclaming kann nach folgendem Schema ausgefiihrt 

a i 
worden : 



Beispiel: 



V 



11.3 a: 2.7 y + 15.4 = 

17.1 x + 13.5^ 11.2 = 

19.2 a; 10.8 y + 12.6 = C7 



I. Abschnitt. Lineare Gleiclrangen. 



11.3 


2.7 


15.4 




17.1 


+ 13.5 


11.2 


17.5934.5 




4.09 


+ 23.3 




19.2 


10.8 


+ 12.6 


6.2113.5 




4.59 


+ 26.1 


+ 12.2 



25.7 



Man erkennt, daB das Schema dieser zweiten Rechnungsart in das 
Schema dor ersten iibergeht, wenn die Kolonnen mit den Reihen ver- 
tauscht werdcn, d. h. wenn man die 9 Koeffizienten so schreibt: 



Daraus ergibt sich der Satz, daB der Wert von U derselbe bleibt, 
wenn man statt der drei gegebenen Gleichungen schreibt: 



&i * + & 2 y + & 3 = 
li x + /a y + k = U, 

die Werte von x und y dagegen bleiben im allgemeinen nicht dieselbon. 
Zur Kontrolle der Rechnung kann man sich des folgenden Ver- 
fahrens bedienen. Bezeichne s x die Summe ! + &! + l v s s die Summe 



It, s s die Summe 



s 
+ b s + Z s , so wird oflenbar s a 5 a = 



+ Z 2 ' und s 3 
noch als vierte 






: J 8 ' + Z 3 '. Wenn man also zu den drei Kolonnen 
3 hinzufiigt 



und MOP dieselben Rechnungen wie oben vornimmt, d. h. das Glied 

der erslen Roihe mit 
3 

abzieht, so erhalt man 



der erslen Roihe mit multipliziort von s a abzioht und mit 3 von s s 

" 



Dabei 1st ^ fur 
Jetzt mu6 wieder V 









^ und V ^ r % ^^i gesclxrieben. 

% a i 

= 5 2 ' und 6 3 ' + /a' = V sein ^d daher 

Rechnet man also weiter, iiidem man die 
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J 8 ' 

Reihe b z ' Z 2 ' s 2 f mit multipliziert von der nachsten Reihe abzieht, 

z 
so muB sich zweimal derselbe Wert U ergeben. 

Beispiel: 11.3 a? 2.7 y + 15.4 = 



. . . 

17.1 a; + 13.5 y 11.2 = 
19.2s 10.8 y + 12.6 = U 



11.3 
17.1 

19.2 


2.7 
+ 13.5 
4.1 
10.8 
4.6 


+ 15.4 
11.2 
+ 23.3 
+ 12.6 
+ 26.2 


+ 24.0 
+ 19.4 
+ 36.3 
+ 21.0 
+ 40.8 


+ 17.6 
6.2 


34.5 
13.6 

+ 12.2 


16.9 
19.8 
+ 6.0' 




25.8 


25.8 



Dieselbe Kontrolle laBt sich natiirlich auch bei der zweiten Art der 
Rechnung anwenden. Es treten dann nur die Summen der Glieder einer 
Kolonne an die Stelle der Summen der Glieder einer Reihe. 

Bei alien diesen Rechnungen ist vorausgesetzt, da8 weder a x noch 

7 ' 

b* verschwindet. Denn sonst konnte man die Divisionen und 

a i "2 

nicht ausfiihren. Gesetzt nun, es w&re a x ^0 aber & 8 ' = 7 so wiirde die 

do 

Gleichung, welche entsteht, wenn man die erste Gleichung mit multi- 

a i 

pliziert, von der zweiten abzieht, in Z 2 ' = iibergehen. Nur wenn diese 
Bedingung I a ' = erfiillt ist, wiirden also Werte von x und y existieren, 
die gleichzeitig die beiden Gleichungen befriedigen. Ware & 2 ' un( i 
V <: 0, so wurde das heiBen, da6 die Annahme der Existenz von Werten 
fur x und y, die den beiden Gleichungen geniigen, auf einen Widerspruch, 
fiihrt. Man erkennt das am besten, wenn man wie oben die Ver&nderliche 

x" = x + ~y + -^ einfuhrt. Dann nehmen die beiden Gleichungen, 

a i a i 
wie oben gezeigt, die Form an: 



und wenn "b% = ist: 

a z x" + Z 2 ' = 0. 
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1st Z 3 ' ;g 0, so enfchalten die beiden Gleichungen zwei einander wider- 
sprechende Forderungen. Die erste enthalt die Forderung x" = 0, die 

zweite die Forderung x" = -. 1st dagegen / 2 ' = 0, so enthalten 

beide Gleichungen dieselbe Forderung x" = und man kann daher die 
zweite Gleichung ganz auBer Betracht lassen. In diescm Falle hat man 
es also nur mit der Gleichung x" = oder 



zu tun. Die Werte von x und y sind nicht bestimmt. Man kann y gans 
beliebig annehmen und x demgemaiJ berechnen. 1st die Voraussetzung 
a x 2g nicht erf iillt, so konnte man die zweite Gleichung a a x + Z> 2 y + 1% 
= mit der ersten vertauschen; dann wiirde in dem Rechnungsschema 
2 an die Stelle von a t treten und zuglcich J 2 , Z 2 an die Sidle von i lf 1 19 
und die Rechnung hefie sich ausfiihren, wenn nicht a z ,auch gleich Null 
ware. Das aber kann als ausgeschlossen gelten. Denn wenn % und 
a z beide Null waren, so wiirde das bedeuten, daB die Grofte x in den 
beiden Gleichungen xiberhaupt nicht vorkommt. 

Beispiel : 1.7 x 1.3 y + 4.5 = 

3.4 # + 2.6 y 2.3 = 0. 

Diese Gleichungen enthalten einen Widerspruch. Wird die erste 
Gleichung mit 2 multipliziert und von der zweilen abgezogen, so er- 

gibt sich 

6.7 = 0. 

Wenn wir dagegen schreiben 

1.7 x 1.3 y + 4.5 = 

3.4o; + 2.62/ 9.0 = 0, 

so erhalten die beiden Gleichungen dieselbe Forderung 

1.3 4.5 

xaa n y -ir 

Statt die beiden Gleichungen zu vertauschen, wenn % = sein 
sollte, kann man auch x und y ihre Rollen vertauschen lassen, d. h. man 
kann die beiden Kolonnen vertauschen. Dann tritt b^ an die Stelle von a 
und man kann den Fall, daB mit ^ == auch i x = ware, als ausgeschlossen 
betrachten. Denn es hicfie, daC in der ersten Gloichung die Unbekannten 
iiber haupt nicht enthalten sind. Die Gleichung muBte sich dann auf Z x = 
reduzieren und wiirde, wenn wio hier l als feste Zahl vorausgesetzt wird, 
entweder einen Widerspruch oder eine Idontitftt (0 = 0) enthalben. 
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Man kann den drei Gleichungen 

% a + &i y + li = 
a 2 a; + & 2 z/ + Z 2 = 

3 s + &3 V + 3 = # 

geometrische Bedeutungen beilegen, wenn man x und y als Koordinaten 
in einer Ebene deutet. Die beiden ersten Gleichungen sind die Gleichungen 
zweier gerader Linien. Die gemeinsame Losung liefert die Koordinaten 
des Durchschnittspunktes der beiden Geraden. Setzt man diese Ko- 
ordinaten in die linke Seite der dritten Gleichung ein, so hat auch U eine 
geometrische Bedeutung. Man denke sich auf der Geraden, deren Gleichung 
#3 # + b 3 y + ^3 = ist, eine Strecke A B abgetragen, deren Projektionen 
auf die Koordinatenachsen gleich & 3 und a z sind; dann ist, wenn S den 
Schnittpunkt der beiden ersten Geraden bezeichnet, der Wert von U 
gleich dem doppelten Inhalt des Dreiecks A B S. Dabei haben wir den 
Inhalt des Dreiecks positiv oder negativ zu rechnen, nach folgender Mafi- 
gabe. 

Wir unterscheiden die beiden Seiten der dritten Geraden als positive 
und negative Seite. Die positive Seite ist diejenige, welche zu der Strecke 
A B so liegt, wie die Seite der positiven y zu der positiven Richtung der x. 
Der Flacheninhalt des Dreiecks ist dann positiv oder negativ, je nachdem S 
auf der positiven oder negativen Seite der dritten Geraden liegt, Oder 
mit anderen Worten U ist das Drehungsmoment einer Kraft A B in Bezug 
auf den Durchschnittspunkt der beiden ersten Geraden je nach dem 
Drehungssinn positiv oder negativ gerechnet. 

Seien namlich x l und y : die Koordinaten eines Punktes A einer 
Geraden, deren Gleichung 

a x + by + c 
ist, so hat man 

b y + c = 0. 



Sind nun #, y die Koordinaten eines beliebigen Punktes P, der nicht 
auf der Geraden zu liegen braucht, so kann man in dem Ausdruck 
a x + b y + c den Wert von c durch a x^ 6 y^ ersetzen und hat daher 



Trfigt man von A aus eine Strecke A B ab, deren Projektionen 6, a 
sind, so ist a (x x) + b (y yj das Drehungsmoment einer Kraft A B 
in Bezug auf den Punkt P. Man erkennt dies bei rechtwinkligen Koor- 
dinaten sofort durch Einfuhrung des Winkels (A B), den die Richtung AB 
mit der #-Achse macht, und des Winkels (-4 JP), den die Richtung A P 
mit der #-Achse macht. Die Winkel werden von der Richtung der positiven 

Range, Praxis der Gleichnngen. 2 
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#-Achse nach der Seite der positivcn y beginnend von bis 360 gezahlt. 
Es 1st dann 

b == A B cos (A B), a^AB sin (4 B) 
x ^ = A P cos U ^), yy^^AP sin (4 P) 

und daher 

a (s ^) + b (y Vl ) - A B - A P - sin ((A P) (A B)). 

Die Bedingung b^ = 0, welche, wio wir obcn fanden, bodeuiet, 
dafi die ersten beiden Gleichungen entweder sich widersprechcn odor 
dasselbe besagen, hat die geometrische Bedeutung, da!3 die beiden Geraden 
einander parallel sind oder zusammenfallen. 

U = bedeutet, daft die dntte Gerade durch den Schniltpunkt 
der ersten beiden geht. 



3. Lineare GUeichungen init mehr als zwei Uubekannten. 

Sind mehr als zwei Unbekannbe vorhanden, so laOL sich die Rech- 
nung in analoger Weise durchfuhren. Es soil hier nur noch fur drei Un- 
bekannte geschchen, da man unmittelbar sieht, wie sich der Fall von 
beliebig vielen Unbekannten gestaltet. Dabei werde gleich der Wert einor 
vierten linearen Funkbion der drei Unbekannten mil berechnei. 



( 'i 5 + /i = 
a % + #2 y + ^2 - + k 

^3 # + *3 2/ + 4j Z + Z 3 = 

<u - r + ^ y + <** - + Z 4 = t/ - 

Von den Grofien a l7 a s , 3 kann mindesbens eine als von Null ver- 
schieden vorausgesetzt werden, weil sonst x in den drei Gleichungen gar 
nicht vorkommon wurde, also auch nichb berechnet werden kann. Wir 
denken uns einc GJeichung an den Anfang gestellt, in der der Kooffizient 

ct 

von x von Null verschieden ist. Dann werde die ersbe Gleichung mit -^ 

a i 
a 3 

multiplizierL, von der zwoiton Glied fur Glied abgezogen, mil von 

a i 

der dritten, mit von der vicrlon. Auf diese Weise entstehen drei noue 
a l 

Gleichungen, die so bexeichneL werden mogen: 

A 2 ' y + <V z + V = 
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1st von den. GroBen & 2 ', b 3 ' mindestens eine von Null verschieden, 
so denke man sich die betreffende Gleichung vorangestellt, so daB also 
bz Jj ist. Sind dagegen & 2 ' und b 3 f beide Null, so lasse man y und z ihre 
Rollen vertauschen, so dafl die dritte Kolonne an Stelle der zweiten tritt. 
Wenn nicht zugleich c 2 ' und c s ' verschwinden, so laBt sich demnach immer 
erreichen, daC der Koeffizient des ersten Ghedes in der ersten dieser drei 
Gleichungen nicht verschwmdet, und es ist daher kerne Beschrankung der 
Allgememheit gleich & 2 ' als von Null verschieden vorauszusetzen, Sind 
aber die vier Grofien & 2 7 , c a ', 6 8 ', c 8 ' Null, so enthalten die beiden Gleichungen 
Z a ' s= und Z 3 ' = entweder omen Wider spruch oder eine Identitat, je 
nachdem die Zahlen I 2 l und I 3 r Null sind oder nicht. Im letzteren Falle 
gibt es keine Losung der drei gegebenen Gleichungen, im ersteren Falle 
sind die zweite und dritte der gegebenen Gleichungen eine Folge der ersten, 
und es haben daher y und z ganz beliebige Werte, zu denen das sc immer 
passend bestimmt werden kann. 

Ist i a ' 5; 0, so werde die Gleichung 6 2 ' y + c z ' z + Z 2 ' = cinmal 

mit multipliziert, von der zweiten Gleichung abgezogen und einmal 

2 , 
mit t multipliziert von der dritten. Auf diese Weise entstehen zwei 

& 2 
neue Gleichungen, die so bezeichnot werdcn mogen: 



c 4 " z + I," = U. 

1st c 3 " = 0, so enthalt die erste Gleichung einen Widerspruch oder 
eine Identitat, je nachdem die Zahl Z 3 " von Null verschieden oder gleich 
Null ist. 

Im ersten Fall ist es nicht moglich, die drei gegebenen Gleichungen 
durch dasselbe Wertepaar zu befriedigen. Im zweiten Fall ist die Gleichung 
V y + t* % + V = eine Folge der Gleichung & 2 ' y + c% z + I a ' *= 0. 
Der Wert von z bleibt alsdann ganz beliebig und man kann die Werte von 
x und y itnmer passend so bestimmen, um den drei gegebenen Gleichungen 
zu geniigen. 

c " 
Ist c s " 3j 0, so werde die Gleichung <* 8 " z + Z 3 " =^ mit - multi- 

3 

plizierfc und von der zweit^n Gleichung abgezogen. Dann ergibt sich 

c " 

1 " 4 7 // _ TJ 

''4 - JTt *8 U ^ 

zugleich ist 

2* 
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Beispiel: 


256 x 


"i 
+ 146y 


"i 
105z 


+ 354 = 




146 a; 


+ 346;, 


124s 


+ 223 = 




105 x 


124 y 


+ 339z 


13 = 




+ 354 a: 


+ 223y 


133 


+ 569 = U 


256 


+ 146 - 


-105 - 


f354 - 


f- 51.3 


146 


+ 346 - 


-124 - 


f-223 - 


- 29.0 x = 1.47 




+ 83 - 


- 60 - 


f 202 - 


+ 354 


105 


124 - 


+ 339 - 


- 13 - 


+ 376.3 




60 - 


f 43 - 


-145 




+ 354 


+ 223 - 


- 13 - 


f 569 






+ 202 - 


-145 - 


f 490 






+ 263 - 


- 64 - 


f 21 - 


f 31.3 




64 


+ 296 


+ 132 - 


+ 21 y = 0.19 


+ 165 


52.3 




+ 21 - 


+ 132 - 


+ 79 








- 5 - 


I- 2 






H 


h280 - 


h!37 


z = 0.48! 




H 


[-137 - 


1- 77 










h 67 





+ 10 

Die Koeffizienten bilden in diesem Falle ein sogenanntes symmetri- 
sches System, d. h. ein solches, das bei der Vertauschung von Reihen und 
Kolonnen imgeandert bleibt. Man sieht sogleich, dafi auch die abgeleiteten 
Koeffizienten 

V <V V 
V f,' V 
V ft' k' 

ebenso wie 



symmotrische Systemc bilden mussen. Denn es ist z. B. b = b* ~- < 

<*"\ 
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o 

c^ = c 2 c v Da & 3 = c 2 , a z = q, &! a 2 , so mu ^ V c t werden. 
a 1 

Man kann daher, um Wiederholungen zu vermeiden, die zweimal vor- 
kommenden Koeffizienten nur einmal schreiben 



und ebenso 

<," v 

/ 4 ". 

Anstatt mit den Reihen kann man auoh mit den Kolonnen operieren. 

b l . 
Man fiihrt zuerst statt x die neue VergLnderliche x' = x H -- y em. Da- 

a i 
durch verandert sich die zweite Kolonne und man erhalt: 

a x x' + <*i s + Zi 

a 2 ' + Z> 2 ' y + c% z + Z 2 = 
a s a?' + 6 3 ' y + c 3 z + l s = 
a 4 x' + bi'y+CtZ+li = U. 

n 

Fiir rr' fiihrt man dann die neue Veranderliche a;" = a:' + z und 

fl i 

endlich a;'" = x" + ein. Dann ergeben sich die Gleichungen 



Da i von Null verschieden vorausgesetzt wird, so 1st infolge der 
ersten Gleichung x" 1 = und die iibrigen enthalten dann nur die beiden 
Ver&iderlichen y und 2, mit denen man gerade so verfahrt, wie oben fur 
den Fall zweier Veranderlicher auseinandergesetzt wurde. Die Rech- 
nung mit den Kolonnen fiihrt also durchaus auf dieselben Koeffizienten 
wie die Rechnung mit den Reihen, und es zeigt sich auch im Falle mehrerer 
Veranderlichen, daB der Wert von U derselbe sein mufi, wenn man die 
Kolonnen und Reihen vertauschend schreibt: 

Oi x + # 2 y + a$ z + #4 = 
biX + bzy + btZ + b^Q 
GI x + c 2 y + c 3 z + c 4 = 

k*+t*y +1** +k = u, 

obschon die Werte a?, y, z im allgemeinen nicht dieselben sein wuxden, 
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Bei der Rechnung mit den Kolonnen crgeben sicli die Unbekanntcn 
den Relationen 






Bei beiden Verfahren, mit den Reihen und mil den Kolonnen, kauu 
man wieder, wie oben fiir den Fall zweior Vcranderlichen auseinander- 
gesetzt ist, eine IControllrechnung durchfuhren, indem man die Summon 
der Glieder der Reihen oder der Kolonnen bildet und mit diesen die analogen 
Rechnungen durchf iihrt. Aus ^ s 2 s 3 $ 4 entstehen dann die GroBen s $ 3 ' s,,'r 

&2 

wo .s 2 ' = s a --- - s l etc., wenn mit den Reihen gerechnet wird uud 
a i 

*i 
5 2 = s 2 -- 5 X etc., wenn mit den Kolonnen gerechnet wird. Aus 

a i 

$2 s$ s& entstehen in analoger Weise $ 3 " $ 4 " und aus diesen muB sicli 
der Wert von U ergeben. Weicht er von dem aus den Koeffizicntcn un- 
mittolbar gelundenen Werte mehr ab, als der Unsicherheit der Rechnung 
zugeschrieben werden kann, so deutet das auf einen Fehler in der Rechnung. 
Die Reihe oder die Kolonno, in welcher der Fehler begangen ist, findel 
man, indem man zuruckgeht und probiert, wo zum crstenmal die Summe 
der Glieder nicht mit dem betreffenden s ubereinstimmb. 
Z. B. 



a b 


c 


j 


+ 256 + 146 


105 


+ 354 + 651 


+ 146 + 346 


124 


+ 223 + 591 


+ 83 


60 


+ 202 + 371 


105 J24 


+ 339 


13 +97 


GO 


+ 43 


145 267 


+ Sb'i + 223 


13 


+ 569 + 1133 


+ 202 


145 


+ 490 +901 


+ 263 


~ 61 


+ 21 +220 


64 


+ 296 


+ 132 + 364 




+ 16 


5 53 


+ 21 


+ 132 


+ 79 +232 




r; 
tj 


+ 2+18 




+ 312 


+ 137 + 417 




+ 137 


+ 77 +214 






+ 60 +184 






+ I7~"+~30 ~ 
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Die Abweichung zwischen 17 und 30 weist auf einen Fehler. Die 
Prufung zeigt, daB in der Reihe + 312 + 137 + 418 das letzte Glied 
nicht gleich der Summe der ersten ist. In dieser Reihe steckt also ein 
Fehler. Bei den beiden Reilien + 263 64 + 21 + 220 und 64 + 296 
+ 132 + 364, aus denen jene Reihe berechnet ist, ist dagegen das letzte 
Glied gleich der Summe der ersten Glieder. Es ist daher zu vermuten, 
daB der Fehler bei der Berechnung jener Reihe begangen ist. In der Tat 
zeigt sich, daB das Glied + 312 falsch ist und 280 hoi Ben muBte. Mit 280 
stimmt dann die Probe: 

+ 280 + 137 + 417 

+ 137 + 77 + 214 

+__ 67__ + J204 

"To To" 



4. Auwendimgeii linearer Gleicliungen. 

Die Auflosung linearer GJeichungen spielt eine Rolle bei der Aus- 
gleichung von Beob.achtungen durch die Methode der kleinsten Quadrate. 
Es sei eine GroBe z. B, y eine Imeare Funktion von #, deren Werte y y% - y n 
f ur eine Reihe von Werten x x% * x n beobachtet worden sind. Wenn 
die Beobachtungen absolut gonau waren, so muBte es zwei Werte u und 9 
geben, derart, daB u + 9 x l i/i = 0, u + 9 JC 2 ?/ 2 = 0, . . ., n + vx n 

y n = ware, und zwei dieser Beobachtungen wiirden geniigen, um die 
Werte von u und 9 zu bestimmen. Statt dessen sind nun aber die Be- 
obachtungen mit Fehlern behaftet, so da!3 u + 9 x : y x = e l7 u + v x^ 

2/ 2 =s e a u + 9 x n y n = e n ist. Die GroBen ^ e 2 s n konnen 

die Fehler der Beobachtungen genannt werden, da sie die Betrage darstellen, 
die zu y l y% y n hinzugef ugt werden muBten, um die wahren Werte zu 
erhalten. Nach der Methode der kleinsten Quadrate nimmt man nun fur 
u und 9 diojenigen Werte als die plausibelsten an, fiir welche die Summe 

der Fehler-Quadrate U = s\ + e\ + 1- el moghchst klein wird. Die 

Werte von n und c>, die dieser Bedingung genugen, sind die Losungen 
zweier linearen Gleichungen. Denkt man sich namlich an Stelle von u und 9 
die Werte u + h und 9 + k eingesetzt, so wird s r iibergehen in e, + h 
+ k a- f , 8f wird daher ubergehen in (e r + h + k rr r ) (e r + h + k x r ), d. h. 

in el + 2hs, + 2kx r e r + (h + kx r f. 

U wird daher iibergehen in 

U + 2 h (s l + s 2 -\ + fi ) 

+ 2 fr (% fix + ^2 2 + ' ' + * ) 
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Wenn man nun die Wcrte von u und 9 so bestimmt, daB 

ei + 2 + h *n = 

#1 1 + #2 2 + ' ' ' + x n = 

so wird der neue Wert von / gleioh 

U + (h + k serf + +(* + * .r n ) 2 , 

d. h. es treten zu tf Glieder hinzu, deren Summe nur positiv sein kann, 
wenn die Beobachtungen fur mehr als einen Wert von x gemacht sind. 
Mit andern Worten, es kann sich alsdann der Wert von U durch Anderung 
von a und 9 nur vergroBern und 1st deslialb fur die angenommenen Worto 
von u und 9 ein Minimum. Die beiden Gleichungen 

*i + a + + *. 
% e x + #2 e 2 + h ff fin 

konnen auch so geschrieben werden: 

n u + [x] 9 [y] = 
[x]u + \xx]v [xy\~Q. 

Dabei bedeuten die eckigen Klammern die Summen der oingesohlossencu 
GroBen fiir die Indices 1, 2, . . . n. Das Minimum U = [6 e] kann, da 
e r s r = s r n + x r s r 9 s r y? ist, so geschrieben werden 

MB+ [xe}9 [ey]~ U 

und, da [si = und [a e] = 0, so reduzicrt sich der Wert auf [e y\ 
oder mit Einsetzung der Ausdriicke fiir s: 

\y]u [xy]9+ [y y] U. 

Das Koeffizientensystem der linken Seiten der drei Glcichungeii 
ist also symmetrisch 

^ M, [y] 
1X1, \xx\ [xy} 

[yl I? yl [y y] 

und es geniigt zur Durchfiihrung der Rochnung nur die Glieder hiuzu- 
schreiben: 

n [x] [y] 
[xx\ [xy] 

[yy]- 

Den Wert von U auszurechnon, hat den praktischen Zweck, da(* 
man, naclidem u und 9 ausgorechnet sind, die Werte von B I e a . . . e n und 
damit [e e] = U ausrechnen kann. Die Ubereinstimmung mit dem zuorst 
gofundenen Wort von U kontrolliert dann die ganzo Rechnung. 
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Fur die praktische Ausf iihrung einer solchen Reehnung ist die folgende 
vorbereitende MaBregel von groBer Wichtigkeit. Man rechnet nicht so- 
gleich die Werte von u und 9 aus, sondern bestimmt zunachst Naherungs- 
werte fiir u und 9 z. B. dadurch, daB man irgend zwei Beobachtungen 
y als richtig ansieht. Seien w P O die Naherungswerte, so bestimmt man 
nunmehr nach der Methode der kleinsten Quadrate Verbesserungen der 
Naherungswerte. Setzt man u = w + a, 9 = ? + /?, so ist 

e r = u + x r v y r = a + x r ft + (u + x r VQ y r ) 
oder, wenn wir scbreiben l r = U Q + x r v y r , 

e r = a + x r p + 1 r 
und die drei Gleichungen zur Bestimmung von a, 0, U werden 

n a + M ft + [Z] =0 
[SB] a + [x x] f) + [x 1] = 
[Z] a + \x Z] {t + [I Z] = U. 

Die Korrektionen a und $ werden, wenn die Naherungswerte gut 
geweLhlt sind, klein. Es geniigt fiir die Berechnung von a und ft eine geringe 
relative Genauigkeit. Daher brauchen auch die Koeffizienten nur auf 
wenige Stellen berechnet zu werden und die ganze Rechnung kann im 
allgemeinen ausreichend genau mit dem Rechenschieber durchgefiihrt 
werden. 

1. Beispiel. In einem Linienspektrum seien die Wellenlangen einer 
Anzahl Linien bek*annt, es sollen die Wellenlangen der iibrigen Linien 
ermittelt werden. Es sei ein solches Stuck des Limenspektrums gegeben, 
innerhalb dessen es als J7 normal" betrachtet werden kann, d. h. daB fiir das 
ganze Stuck die Entfernung irgend zweier Linien der Differenz ibrer Wellen- 
Itogen proportional sei. Sind o? x x 2 . . . x n die Abstande der bekannten 
Linien von irgendeinem willkurlich gewablten Punkte und sind A! J* . . * /U 
die Wellenltogen dieser Linien, so mufite bei absolut richtigen Messungen 
sein : 



Dabei bedeutet die WellenllLnge einer Linie, die auf den Nullpunkt 
der x fiele, gleichgiiltig, ob eine Linie wirklich da liegt oder nicht. 9 be- 
deutet den Wellenltogenunterschied, der der Entfernung 1 entspricht. 
Die GroBen u und 9 werden nun nach der Methode der kleinsten Quadrate 
bestimmt und dann kann man auch fiir jeden andern Abstand x die zu- 
gehorige Wellenltoge u + 9 x ausrechnen. Praktisch geschieht das nun so, 
dafi man gleich bei der Messung die Abstande x fiir die bekannten und 
unbekannten Linien, wie sie im Spektrum aufeinanderfolgen, miBt und 
zun^chst samtlich mit genaherten Werten von u und 9 ausrechnet. Alsdann 
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werden aus den bekannten Linien die Korrektionen a und /3 durch die 
Methode der kleinsten Quadrate bestimmt und damit dann die Korrek- 
tionen a + x ft der genaherten Wellenlangen berechnet. 

Das folgende Beispiel enthalt die Messung einer photographischen 
Spektralaufnahme. Das Spektrum war durch eine GeiGlersche Rohre 
erzeugt, die ein Gemisch von Argon und Krypton enthielt. Die Messung 
geschah mit einem Abbeschen Komparator. Die Platte liegt dabci^auf 
der einen Seite eines Schlittens, auf dessen anderer Seite ein fein geteilter 
Matistab angebracht ist, Der Scliiitten laDt sich gegen zwei feste Mikro- 
skope verschieben, von donen das eine auf die Spektrallmien emgesioill 
wird, wahrend man mit dem anderen die Verschiebung des Schlittens am 
MaCstab abliest: 



Ablesiingcn am 

Mafistab in 

Tausendsteln 

eines Millimeters 

30935.7 
31127.2 
31853.0 
32244.0 
33031.0 
33377.0 
35773.1 
35919.0 
37295.3 
38008.9 
10713.2 



bekannte Wellon- 

langen in Zehn- 

milhonsteln eines 

Millimeters 

1847.96 



43443.0 
41303.5 
11533.6 
44873.0 



1806.17 
4765,03 

1727.03 
1637.32 

4609.74 



Man berechnet zunachst, welche Wellenlangendifferenz der Ent- 

fernung von einem Tausendstol eines Millimeters gonahert entspricht. 
Betrachtet man die orsto und dio lotzto dor bekannten Wol Ionian gen, so 

ergibt sich: 

Messung Wellenlarige 

30935.7 1817.96 

M873.0 1600.74 



Different: '13937.3 
Einem Tausoudstol Millimeter ontspricht dahcr cine Abnahmo dor 
Wcllenlange um 
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238.22 



13937.3 



= 0.0170923. 



Mit dieser Zahl werden nun zunachst die samtlichen Messungen 
in WellenlSngen umgerechnot. Zu dem Ende lafit man also der Messung 
30935.7 die Wellenlange 4847.96 entsprechen. Die nachste gemessene 
Zahl ist um 191,5 Tausendstel groBer, die entsprechende Wellenlange 
also um 191.5 x 0.0170923 Zehnmillionstel Millimeter kleiner. Diefolgende 
gemessene Zahl ist abermals um 725.8 Tausendstel groBer als die zweite, 
die Wellenlange also um 725.8 x 0.0170923 Zehnmillionstel kleiner als 
die zweite. Diese Rechnung ist besonders bequem mit der Rechenmaschine 
auszufuhren. Man stellt zu dem Ende 0.0170923 als Faktor unten ein und 
auf dem beweglichen Lineal die Wellenlange 4847.96 und zieht nun zuerst 
das 191.5 fache ab, dann von dem Resultat das 725.8 fache usw. durch 
Umdrehen der Kurbel und durch Versclueben des Lineals ab. Dabei 
geniigt es in diesem Falle entsprechend der Genauigkeit der Messung, die 
Wellenlangen auf nicht mehr ais zwei Dezimalen hinzuschreiben. Die 
lebzte Messung 44873.0 muB dann wieder die Wellenlange 4609.74 er- 
geben. Kommt diese Zahl nchtig heraus, so ist damit die ganze Rechnung 
kontrolliert; denn ein Fehler bei einerZahl bleibt ja bei dieser Anordnung 
auch in den folgenden Zahlen stecken, es sei denn, daB er sich mit eineni 
neuen Fehler gerade kompensierte. Stimmt die letzte Zahl nicht, so sucht 
man den Fehler in der Weise, daB man cine Zahl in der Mitte der Kolonne 
noch mal direkt aus der ersten Zahl berechnet. Stimmt sie uberein, so 
liegt der Fehler in der zweiten Halfte, im andern Falle in 'der ersten. Jetzt 
kontrolliert man wieder eine Zahl in der Mitte der Halfte, in der der Fehler 
steckt u. s. f. So fmdet man alsbald die Zahl, bei der der Fehler begangen 
ist und rechnet von da an die Kolonne noch einmal oder man fiigt zu alien 
Zahlen die Abweichung von den richtigen Werten hinzu, die ja fur alle 
dieselbe sein muB, wenn nur oin Fehler begangen ist. Steht eine Rechen- 
maschine nicht zur Verfugung, so wiirde dieselbe Anordnung der Rech- 
nung immer noch ihre Vorziige haben. Man miiBte dann die Differenzen 
der aufeinanderfolgenden Messungen hinschreiben, ihre Logarithmen 
bilden, den Logarithmus von 0.0170923 zu alien hinzufugen, die Numeri 
aufschlagen, und diese dann sukzessive von 4847.96 abziehen. Die Wellen- 
langen muBten dann aber mindestens auf 3 Dezimalen hingeschrieben 
werden, wenn man die Rechnung auf 2 Dezimalen richtig haben wollte. 
Der Zeitgewinn bei Anwendung einer Rechenmaschine ist indessen 
so groB, daB bei einem gewerbsmafiigen Betriebe Zinsen und Amortisation 
der Maschine gegen den ersparten Arbeitslohn gar keine Rolle spielen 
wiirden. Auch ist die geistige Anstrengung bei der Anwendung der Rechen- 
maschine erheblich geringer. 
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Xr Xr 1 


log(asr Xr l) 


log fa) Xr l) 

+ log (.0.0170923) 


Numerus 


Wellenlange 


191.5 


2.28217 


0.51197 


3.273 


4847.96 


725.8 


2.86082 


1.09302 


12.406 


4844.687 


391.0 


2.59218 


0.82498 


6.683 


4832.281 


787.0 


2.89597 


1.12877 


13.452 


4825.598 


346.0 


2.53908 


0.77188 


5.914 


4812.146 


2396.1 


3.37951 


1.61231 


40.956 


4806.232 


145.9 


2.16406 


0.39686 


2.494 


4765.276 


1376.3 


3.13871 


1.37151 


23.524 


4762.782 


713.6 


2.85345 


1.08625 


12.197 


4739.258 


2704.3 


3.43206 


1.66486 


46.223 


4727.0G1 


2536.4 


3.40422 


1.63702 


43.352 


4680.838 


193.4 


2.28646 


0.51926 


3.306 


4637.486 


860.5 


2.93475 


1.16755 


14.708 


4634.180 


230.1 


2.36192 


0.59472 


3.933 


4619.472 


339.4 


2.53071 


0.76351 


5.801 


4615.539 










4609.738 


Summa 


log(* n xj 








= 13937.3 


= 4.14418 


2.37698 


238.22 




= x n x 











Es sei die Rechnung ausgefuhrt, so bleibt nunmehr die Korrektion 
dieser Naherungswerte nach der Methode der kleinsten Quadrate zu maclien. 
Wir bilden dazu die Differenzen der bokannten Wellenltogen gegen die 
genShert berechneten. Die gen&hert berechneten wurden oben mil 
^o + VQ %r bezeichnet, die Differenzen sind also die oben mit l r bezeichueten 
Groflen u + v Q x r y r Da die zu berechnenden Verbesserungen klein 
sind, so geniigt es, die Werte x r auf voile Millimeter abzurunden, und um 
noch kleinere Zahlen zu haben, denken wir uns den Nullpunkt der Abszissen 
um 40mm verschoben, so dafi,^ 40000 an Stelle von x r tritt. 

Die Fehlergleichungen hat man nicht notig, noch einmal hinzuschrei- 
ben. Es geschiclit hier nur, um die Darstcllung verstandlichcr zu machen: 

a 9^5 =rj 

a 7/5 + 0,06 = f a 
a *\ /? + 0.25 = e : > 
a 2^ + 0.03 = e 4 
u + l\ /H-0.17 fr, 

-I- r> ft 

a und // snid nicht. unrnitlolbur glricli dm Aiulrrnngcri von u und i' : 
sondrrn i*s ist W*^PH <!IT Abnindurig d<r ,r r auf voile Millimoior und \wivn 
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x, 40000 in vollen 
Millimetern 


genaherte 
Wellenlange 


bekannte 
Wellenlange 


Differenz 


9 

9 


4847.96 
4844.69 


4847.96 


0.00 


8 


4832.28 






8 


4825.60 


- 




7 


4812.15 






7 
4 
4 


4806.23 
4765.28 
4762.78 


4806.17 
4765.03 


+ 0.06 
+ 0.25 


3 


4739.26 






2 

+ 1 


4727.06 
4680.84 


4727.03 


40.03 


+ 3 
+ 3 


4637.49 
4634.18 


4637.32 


+ 0.17 


+ 4 


4619.47 






+ 5 


4615.54 






+ 5 


4609.74 


4609.74 


0.00 



der Verschiebung des Nullpunktes die GroBe a + 40000 . P O gleich der 
Anderung von U Q und -r^- gleich der Anderung von P O . Da es indessen 

1UUU 

schliefilich nicht auf die Werte von u und 9 ankommt, sondern auf die 
Korrektionen, die wir an den genaherten Wellenlangen anzubringen haben, 
so hat man nicht notig, auf den Zusammenhang von a und /? mit den 
ersten Naherungen u Q und P O zuruckzukommen. Die drei Gleichungen 
[s] = 0, [(x 40) e] = 0, [e s] = U ergeben das symmetrische Koeffi- 
zientensystem : 

6, 14, +0.51 
+ 184, 0.97 

+ 0.0959. 

Mit dem Rechenschieber finden wir nun die Reduktionen 
614 +0.51 

0.02 a = 0.088 

0.51 

0.53 

= 0.00146 



+ 184 


0.97 


+ 33 


1.19 




+ 0.0959 




+ 0.0434 


+ 151 


+ 0.22 




+ 0.0525 




+ 0.0003 


0.0522 



30 



I. Abschnitt. Lineare Gleiclmngen. 



Mit diesen Werten von a und /? berechnet man die Korrektionen 
a 9/S, a 8 ft etc., die an den genaherten Wellenl&igen anzubringen 
fiind : 



genaherte 
Wellenlange 


Korrektion 


verbesserte 
Wellenlange 


bekannte 
Wellenlange 


Differenz = e 


4847.96 
4844.69 


0.07 
0.07 


4847.89 
4844.62 


4847.96 


0.07 


4832.28 


0.08 


4832.20 






4825.60 


0.08 


4825.52 






4812.15 


0.08 


4812.07 






4806.23 


0.08 


4806.15 


4806.17 


0.02 


4765.28 


0.08 


4765.20 


4765.03 


+ 0.17 


4762.78 


0.08 


4762.70 






4739.26 


0.08 


4739.18 






4727.06 


0.08 


4726.98 


4727.03 


0.05 


4608.84 


0.09 


4608.75 






4637.49 


-0.09 


4637.40 


4837.32 


+ 0.08 


4634.18 


0.09 


4634.09 






4619.47 


0.09 


4619.38 






4615.54 


0.10 


4615.44 






4609.74 


0.10 


4609.64 


4609.74 


0.10 



Zur Kontrolle bildet man nun [s s] = 0.0531. Dies siimmt geniigend 
mit dem oben berechneten Werte von U = 0.0522. Die Abweichung ist 
durch die Vernachlassigung der dritten Dezimale bei der Bereclmung des e 
genugend erklart. Wollte man bei der Berechnung von a und /? die oben 
^rwaknte Kontrolle durch die Summen der Reihen anwenden, so wiirde 
es hier zweckmaBig sein, die Fehlergleichungen mit 100 zu multiplizieren 
und 100 a, 100 ^ als die Unbekannten einzuf uhren. Dann erhielte man das 
Koeffizientensystem 

614+51 

+ 184 97 

+ 959 

und die Summen der Reihen konnten mit weniger Ziffern goschrieben 
und ihre Reduktionen mit dem Rechenschieber berechnot werden. 

Der Wert von U = [s e] dient dazu, um ein Urteil xiber die Ge- 
nauigkeit der Messung zu bilden. Handelt es sich um die Bestimmung 
von r Unbekannten und ist n die Anzahl der Fehlergleichungen, so nennt 
man nach GauC 
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mittleren Fehlcr. Hier 1st z. B. n = 6, r = 2 und der mittlere Fehler 
demnach gleich 0.11. Auf welche Weise dann ferner der mibtlere Fehler 
einer jeden der bereclmeten Wellenlangen gefunden wird, moge in don 
Spezialwerken uber Methode der kleinstenQuadratenachgesehen werden *). 
2. Beispiel. Die Angaben eines Chronometers seien zu gegebenen 
Zeiten mit der mittleren Greenwicher Zeit verglichen worden. Die Differenz- 
Angabe des Chronometers minus Greenwicher Zeit wird ,,der Stand" des 
Chronometers genannt. Wenn das Chronometer vollkommen reguliert 
ware, so wiirde der Stand immer derselbe bleiben. Das 1st aber im all- 
gemeinen nicht der Fall; sondern der Stand andert sich mit der Zeit. Nimmt 
man an, dafi sich der Stand in gleicheii Zeiten um den gleichen Betrag 
todert, so ist das nichts anderes als die Annahme, der Stand soi eino lincare 
Funktion der Zeit. 

s = s + g /. 

Dabei bedeutet s den Stand zur Zeit t, s<> den Stand zur Zeit I = 0, 
g die Anderung des Standes in der Zeiteinheit. Als Zeiteinheit pflegt man 
hier 24 Stunden zu nehmen und man nennt dann g den , } Gang u des Chrono- 
meters. Aus zwei Beobachtungen des Standes ^, * 2 zu zwei gegebenen 
Zeiten ^, ^ lassen sich S Q und g und damit der Stand zu jeder andern Zeit 
berechnen, irnmer vorausgesetzt, daD in dem betrachteten Zeitraume 
der Gang unver andert bleibt. Hat man mchr als zwei Beobachtungen 
gemacht, so tut man gut, sie nach der Methode der kleinpten Quadrate 
an szu gleichen: 

Beispiel: beobachteter Stand 

11. Mai Mittags + 1* 18 W 19.82 s 
15. + l ?i 17 W 58.20 s 

18. + 1" 17 wl 41.81 

19 , + l ft 17 J)1 35.93 

23. + 1" 17 M 13.74 



Berucksichtigte man nur den ersten und letzten Stand, so wiirde 
man in 12 Tagen eine Abnahme von 66.08 s , also einen Gang g = 5.51, 
und wenn man die Zeit t in Tagen von der ersten Beobachtung an rechnet, 
so hatte man in Sekunden: 

s (lH8 w 19.82 S?C ) 5.51 1. 

Dabei waren aber die zwischenliegenden Beobachtungen ganz un- 



*) C. F. Gauli, Theoria Combinationis Observationuui Erroribus Minimis 
obnoxiae. ' Pais prior' Art 18, IV. - W. Jordan, Handbuch der Vermessungskimde. 
Bd. 1. Kap. 1, 24. Kayser nud Rung:e, Hber die Spektren der Elemente, Ah- 
handl der Berliner Akad. 1888. Note II. 
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genutzt, wahrend man sich ihrer doch bedienen kann, um sich von den 
Beobachtungsfehlern etwas mehr zu befreien und zugleich um eine Vor- 
stellung zu gewinnen, ob sich der Gang des Chronometers in der Zeit der 
Beobachtungen merklich geandert hat oder nicht. 

Um dies zu tun, betrachte man die aus der ersten und letzten Be- 
obachtung gefundene Formel als erste Naherung und berechne aus ihr die 
Werte von s f ur t = 0, 4, 7, 8, 12. 



t 


Stand berechnet 
1. Naherung 


Stand beobachtet 


Differenz 
ber. beob. 





+ i 18 m 19.82 


+ i h 18'" 19.82'^ 


0.00 


4 


17 57.78 


17'" 58.20** 


0.42 


7 


17 W 41.25 


17 41.81^ 


-0.56 


8 


17 m 35.74 


17 m 35.93** 


0.19 


12 


17 M 13.70 


17 13.74 s "' 


0.04 



Nun berechne man die Korrektionen a und /? von $ und g nach der 
Methode der kleinsten Quadrate. 

Die Fehlergleichungen, die man nicht hinzuschreiben braucht, die 
hier nur des besseren Verstandnisses wegen hingesetzt werden mogen, sind: 

+ = Cl 

a+ 4 ft 0.42 = 2 
a + 1 0.56 = 3 
a+ 8/5 0.19 = 4 
a + 12^6 0.04 = 5 . 

Die Reduktion des symmetrischen Koeffizienten- Systems ergibt: 



+ 5 



+ 31 

+ 273 
+ 192 


1.21 

7.60 
7.50 
0.5277 
+ 0.2925 


+ 0.03 
1.21 


1.18 


81 


0.10 
+ 0.2352 
1 



a = + 0.24 



+ 0,0012 



0.2351 = V. 
Die neue Formel ist demnach: 

s = l h 18 m 20,06* 5.509 1. 

Es ist bei dem Genauigkeitsgrade der Beobachtungen unnotig, die 
vierte Dezimale in g noch zu berucksichtigen. 
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Nun wiederhole man die Rechnung mit der neuen FormeL 
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* 


Stand berechnet. 
Verbesserte Formel 


Stand beobachtet 


Differenz = f 





I 74 18 m 20.06 


i h 18 19.82 


+ 0.24 


4 


17 W 58.02 


17 58.20 


0.18 


7 


41.50 


17 41.81 


0.31 


8 


35.99 


17 35.93 


+ 0.06 


12 


13.95 


17 13.74 


+ 0.21 



Die Summe [s s] fmdet sich gleich 0.2338 und mithin in hinreichender 
"Ubereinstimmung mit dem oben berechneten Werte U 0.2351. Die 
Abweichung ist durch die Abkurzung auf 2 Dezimalen erklart. 

Wenn man sich in den Fehlergleichungen 

den Nullpunkt der x so angenomrnen denkt, dafi [#] = ist, so nehmen 
die beiden Gleichungen [e] = und [x s] = die Form an 

* u [2/1=0 

[x x] 9 [x y] = 

und man erhalt die Werte von u und 9 unmittelbar, ohne dafi eine Eli- 
mination notig ware, u wird gleich dem arithmetischen Mittel der y und 9 

ist gleich -. Nimmt man insbesondre an, es seien je zwei Werte von 

x einander entgegengesetzt, so kann man, wenn x^ x 2 . . . . x n nach 

$ n / 

ihrer Grofie geordnet sind, - = x n = x 1 setzen. Daher ist 



und 



und mithin 



(y n 



X-L #! + x n x n = - 

2 [x y} = Summe (x n r 
2 [x x] = Summe (x n c 



(x n 



wo die Summen auf den rechten Seiten dieser Gleichungen tiber alle diese 
Paare von Wertsystemen zu erstrecken sind. Diese Form hat nun den 
Vorteil, dafi der Nullpunkt der x beliebig sein kann; denn die Differenzen 
x n #! u. s. f . sind vom Nullpunkt unabhangig. Ferner ist die Anzahl der 
Glieder nur halb so grofi wie die der Summe \xx\ oder [xy]. Besonders 
wenn es, wie bei der Bestimmung des Chronometerganges, haupts^chlich 
auf den Wert von 9 ankommt, ist diese Form bequem. 

Bunge, Praxis der Gleichungen. 3 
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Beispiel : Beobachteter 

* " Chronometerstand 

18. Sept. Mittags 1* 2 35.05 s 

20. 1* T 26.06 s 

23. i h 2 wl 11.89 

25. 1* 2 W 2.69 

(k *i) (*4 %) = 7 x 32.36 = 226.52 

(*s *2) (*s $1) = 3 x 14.17 = 42.51 



269.03 

3 269.03 
Gang - + - + 4.638*. 

00 

Auch wenn die Werte x nicht die Bedingung erfullen, daft nach 
Verschiebung des Nullpunktes in ihren Schwerpunkt je zwei einander 
entgegengesetzt liegen, so wird man dennoch mit dieser Art der Rechnung 
im allgemeinen nahezu den richtigen Wert von 9 finden. Es ist namlich 

Daher 

2 [x y] = Summe (x n x^) (y n y^ + Summe (x n + a^) (y n + y^ 
2 [x x] = Summe (x n a^} 2 + Summe (x n + x^f 

und mithin 

_ DP y] Summe (x n x^) (y n yi) + Summe (x n + a x ) (y n + y^) 
~~~ [# %] "" Summe (x n %) 2 + Summe (x n + # x ) 2 

Die Summen rechts beziehen sich auf die Paare von Wertsystemen 
mit den Indizes n, 1; n 1,2; n 2,3 u. s. f. 
Nun werde mit 9' der Wert 

Summe (x n x-^) (y n y^) 
v = 



Summe (x n x^f 
bezeichnet. Dann hat man zwischen 9 und 9' die Beziehung: 

9 Summe (x n x^ + v Summe (x n + x^f 

== 9' Summe (x n xj* + Summe (x n + x^ (y n + 
oder 

Summe (x n + x^ (9 x n y n + 9 x^ y a ) __ r ^ 

Summe (x n x^ 2 "~ 

Nun ist 9 x n y n ~ &n ^ v &\ y\ 8 i u , daher 
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Summe (x n + xj (e n + $1) 2 u Summe (x n + 

Summe (x n a^) 2 
oder, da Summe (x n + xj = 1st, 

Summe (x n + %) (e n 



Summe (x n 



__ , _ 



Sobald der Zahler klein 1st gegen den Nenner, word 9' 9 klein sein. 
Im allgemeinen wird das der Fall sein, weil nicht nur die e kleine GroBen 
sind, sondern auch von den GroBen x n + %, x^i + x z etc. die meisten 
in der Regel klein gegen x n # 1? x n __i x 2 etc. sein werden. 

Das oben behandelte Beispiel der Berechnung des Chronometer- 
gauges aus ftinf Beobachtungen ergibt nach dieser Methode 

(i fi _ tj ( $5 $I ) = 12 x 66.08 = 792.96 
& * 2 ) (5 4 5 2 ) = 4 x 22.27 = 89.08 

882.04 
('5 *i) 2 + (*4 *2) 2 = 144 + 16 = 160 



wahrend fur 9 der Wert 5.509 gefunden war. Bei einer ungeraden An- 
zahl von Beobachtungen f^llt fiir die Bestimmung von 9' die mittelste 
Beobachtung fort. 

Wenn die Fehlergleichungen die allgemeinere Form haben: 

a r x + b r y + c r z + l r = s r 

so miissen, damit die 'Summe der Fehler quadrate [e fi] moglichst klein 
werde, die Gleichungen erfiillt sein: 

[a s] = 0, [ft s] = 0, \c B\ = 0. 

Denn wenn x + a, y + /J, z + y an Stelle von x, y, z eingesetzt 
werden, so geht s r * s r in 

&, 6f + 2 OT s r -a + 2 b r e r /? + 2 c f e f y + (a r a + b r p + c r yf 
uber und [e e] geht iiber in 

[e ] + 2 [a e] a + 2 [& e] + 2 [c e] y + [(a a + b + c y) 2 ]. 

W8re eine der GroBen [a g], [6 s], [c e], z. B. [b e] von Null ver- 
schieden, so kann man a = y =* setzen. Die Anderung von [s a] besteht 
dann aus den beiden Gliedern 

2 \b e] j8 + [b 6] ^ 
oder 
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Fur hinreichend kleine Werte von ft wird [b V\ ft sehr klein gegen 
2 [b s] und daher kann 2 \b e] + [b b] ft sein Zeichen nicht andern, wenn ft 
ins entgegengesetzte verwandelt wird. Folglich miifite das Vorzeichen der 
Anderung- von [s s] fur hinreichend kleine Werte von ft ins entgegen- 
gesetzte ubergehen, wenn ft ins entgegengesetzte verwandelt wird, d. h. 
es wtirde bei passender Annahme von ft der Wert von [e s] sowohl ver- 
groBert wze verklemert werden konnen. Sind dagegen die drei GroBen 
[a e], [b fi], [c s] gleich Null, so ist der geanderte Wert von [s e] gleich 



d. h. er kann durch Anderung von #, y, z nur zunehmen*). Die Summe 
[es] = U lafit sich auf die Form bringen: 

[(ax + by + C5 + Z)]= [ae}x+ [be']]/+ [cs]z + P fi] = Z7 
und daher erhalten wir die Gleichungen 

[a 6] = 
[6 C ] = 
[c e] - 
[l*] = U. 

Das Koeffizieatensystem dieser Gleichungen ist symmetrisch: 

[a a], [ab], [ac], [a I] 
[ft a], [A 6], [Ac], [*Z] 
[c a], [c 6], [c c], [c Z] 

P ], C* *], P ], P *] 

Die analoge Form erhalt man fiir den Fall beliebig vieler Verander- 
lichen. Wenn man nun bei der Reduktion dieser Gleichung zuerst mit den 

Horizontalreihen operiert und die erste Reihe nacheinander mit , 

[aaf [a a], 

[la] 

7 - multipliziert von der zweiten, dritten, vierten Gleichung abzieht, 

[a a\ ' 

so moge das reduzierte Koeffizientensystem so bezeichnet werden: 

[a a] [a b] [a c] [a I] 

PM] [*c,l] [HI] 

[oft,!] [cc,ll [c/,1] 

[16,1] [Zc,l] [H, 1], 



*) Es sei denn, dafi , /?, y so bestimmt werden konnten, daB ar 
= fiir r 1, 2 ... n. la diesem Fall ist eine Bestimmung von x, y, z nicht 
moglieh. 
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[b a] 
wo also [b 6, 1] = [b b] - - [ab] usw. Bei weiterer Reduktion er- 

|_fl> CM 

halten wir fur die 3. und 4. Reihe die Koefflzienten 



[I c, 2] [I Z, 2] 

und endlich fur die vierte Reihe den Koefflzienten [II, 3], der den Wert 
von U ergibt. 

Wenn man nun andererseits mit den Vertikalreihen operiert, indem 
man, wie oben auseinandergesetzt wurde, stalt x, y, z sukzessive andere 
Variable einfiihrt, so kann man x, y^ z dabei als beliebig veranderlich 
betrachten, da es fur die betrachteten Umformungen nicht notig ist, dal? 
die linken Seiten der ersten drei Gleichungen den Wert Null haben. Nur 
diirften dann in dem Ausdruck 

[a s] x + [b e] y + [c e]z + [I e] = U 

die ersten drei Glieder nicht weggelassen werden. 

Wie oben gezeigt, treten bei dem Operieren mit den Kolonnen die- 
selben Koefflzienten auf, wie mit den Reihen. Wir fuhren zunachst ein 

s< = s + J^y + I^l z + J>Jl = JM (o 

und haben dann 

[a a] x' = [a e] 

[b a] x' + [bb,i}y + [b c, 1J z + [b 1, 1] = [b e] 
[ea\ of + \eb, l]y+[cc, 1]*+ [el, 1] - [c e] 
[I a] x' + [lb,l]y + [Ic, 1] z + [H, 1] = U 
\as\x [bs]y [c s] z, 

und bei weiterer Reduktion 

[bc,i] , [Hi] 

2/' = 2/ + 



[bb,i] [bb,i] 

z' =z + 



:,2] (C) 



[c c, 2J 
erhalt man 

[a a] x' = [ s] 

[b a] x' + [b b, 1] y' = \b s] 

[c a] x' + [c b, 1] y' -t [c c, 2] z' = [c e] (A) 

Pa]*'+ [lb,l-\y'+[lc, 2] z' + \ll, 3] = U 
[as]x [b e] y [c e] z. 

Multipliziert man nun die ersten drei Gleichungen mit x, y, z und 
addiert sie zu der letzteren, so ergibt sich 
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([a a] x + [b a] y + \c a] z + [I a]) x' 
([b b,l]y + [e'b, l]z+[l b, 1]) y' 
([cc,2]z+[*c,2]) z ' 
[ZI.3] 

Die Koeffizienten von #', z/', z' sind nun gerade die linken Seiten der 
Gleichungen, die bei der Operation mit den Horizontalreihen auftreten, 
n&mlich: 

[a a] x + [b a] y + [c a] z + [I a] = [a e] 
[b b,l]y+ [b c,l]z + [b Z, 1] - [6 s] -~^ } [a ] ~ [& , 1] 

[c&, 1] y + [c c, 1] z + [cl, 1] - [c el ^ [a ] - [c fi , 1] 
und aus den letzten beiden Gleichungen 

[c c, 2]z + [cl, 2] = [ce, 1] |4J [6 , 1] = [c e, 2]. 

L^ 0? J-J 

Wenn man nun dieselben Operationen mit diesen Gleichungen in 
der Form (A) vornimmt, so erkennt man, daB [i 6, 1] y' = [6 e, 1] und 
[c c, 2] 2' = [c fi, 2] wird. 

Mithin kann man die Gleichung (B) in der Form schreiben: 

[a a\ x'* + [b b, 1] 2/' 2 + [c c, 2] ^ + [Z Z, 3] = /. 

Hier sind x r y' z r ebenso wie x, y, z veranderliche GroBen, die durch die 
Gleichungen (C) mit einander zusammenMngen. Als Funktion von x, y, z 
ist U = [(a x + b y + c z + Z) 2 ]. In der Entwicklung kommen nicht nur 
die Quadrate x 2 , y*, z 2 , sondern auch die Produkte x y, y 2, x z vor. Nach 
Einfiihrung der Vernderlichen #', ?/', z f kommen nur die Quadrate vor. 
Der Minimumswert [Z Z, 3] ergibt sich fur x 1 = y 1 = z r = 0. Dieselbe 
Rechnung, durch welche man die Unbekannten x, y, z, die U zum Minimum 
machen, berechnet, liefert zugleich die Reduktion der quadratischen 
Form U auf eine Summe von Quadraten. Dasselbe gilt fur eine beliebige 
Anzahl von Veranderlichen. 

Das gleiche gilt auch fur eine beliebige quadratische Form von 
x y z. Sei 

U = a u a? + a 22 2/ 2 + a 33 2 2 + 2 a 12 x y + 2 a is x z 

+ 2 

Sei &Q 3j 0, so werde gesetzt 



Alsdana ist 
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U = a a x'* + (a' n y* + a' 33 z 3 + 2 a' 2S y z + 2 a' 24 # + 2 a' 84 + a' u ), 



wo 

Sohreiben wir das syrnmetrische System der Koeffizienten 

^21 ^22 ^23 ^24 

^41 ^42 ^43 <^44? 

wo 12 = #21 usw., und reduzieren wir das System, indem wir die Glieder 

der ersten Reihe mit , , multipliziert von denen der zweiten 
a n a n a u 

dritten, vierten, abziehen, so gehen diese iiber in das System 

a \i a '& a'u 

w QQ Of go CL o/f 



d 



42 a 43 44 , 



welohe grade die Koeffizienten der quadratischen Form von y und z bilden, 
die nach Abtrennung des Gliedes a n $' 2 iibrigbleibt. So geht das weiter. 

Man setzt jetzt y' = y + -~ z + * U nd erhalt 

a 22 a 22 

U a u a; /2 + a' 22 ^' 2 + a" 33 z 2 + 2 a"* 2 + a"^, 
wo 



,' x." ' 

23 , a 34 = a 34 -- - a 



2 2 tf 22 



Dies sind wieder dieselben Koeffizienten, die sich bei der Operation mit 
den Reihen ergeben. Endlich wird nun gesetzt 



wodurch U iibergelit in 

U - ou x* + a' 22 ^ + a" K z'* + a''' 



wo 

" 43 " 

44 -77 a 34 



/, _ 
a 

44 

Auf diese Weise kann die Untersuchung, zu welchem Typus eine 
Flache zweiten -Grades gehort, die durch ihre Gleichung gegeben 1st, be- 
,quem ausgefiikrt werden* * 
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Bei spiel. Die Gleichung der Flache sei: 
10 z 2 + 2/ 2 + 3 * 2 2xy + kxz + Qyz 2x + Sy 4 z + 1 = 0. 



Man bildet das symnietrische Koeffizientensystem, von dem die 
zweimal vorkonimenden Glieder nur einmal hingeschriebeu zu werden 
brauchen, und reduziert es in der erlsUiterten Weise: 



101 + 


21 


+ 1 + 


3+4 


+ 0.1 


0.2 + 0.1 


+ 


32 


+ 


0.4 0.2 




+ 1 




+ 0.1 


+ 0.9 + 


3.2 + 3.9 


+ 


2.6 1.8 


+ 


11.4 + 13.9 




+ 0.9 




+ 16.9 





8.8 15.7 




16.0 




28.0 



+ 12.Q 

Mitbin 10 #' 2 + 0.9 ?/' 2 8.8 z' 2 + 12.0 = 0. 
Die FlSche ist ein zweischaliges Hyperboloid. 



II. Abschnitt. 

Nichtlineare Gleichungen mit einer Unbekannten. 



5. Losung einer Gleiclrung durch tabellarische Berecknung. 

Sei 



eine beliebige Gleichung fur die Unbekannte x. Wir konnen ihr eine geo- 
metrische Bedeutung geben, wenn wir die Werte von / (x) als Ordinaten 
zu den Abszissen x auftragen. Die Losungen der Gleichung / (x) = c 
sind die Schnittpunkte der Kurve mit der Geraden, die im Abstand c zur 
#-Achse parallel gezogen werden kann. Gesetzt, die Werte der Funktion 
/ (x) lagen schon in einer Tabelle geordnet vor, aus der man fur eine Reihe 
von Werten von x die zugehorigen Funktionswerte entnehmen konnte, 
so wiirden Naherungswerte fur die Losungen der Gleichung in ahnlicher 
Weise gefunden werden kbnnen, wie man mit Hilfe einer Logarithmen- 
tafel zu einem gegebenen Logarithmus die zugehorige Zahl findet. Man 
sucht in der Tabelle diejenigen Stellen auf, wo ein Wert von / (x) kleiner 
ist als c, wahrend der benachbarte Wert grfiGer ist als c, und interpoliert 
dann zwischen den beiden zugehorigen Werten von x unter der Annahme, 
da8 die Anderungen von x den Anderungen von / (x) proportional sind. 
Geometrisch gesprochen bedeutet diese Annahme, dafi wir die Kurve 
zwischen den beiden Punkten als geradlinig betrachten und durch ihre 
Sehne ersetzen. Wenn die Kurve nicht eine gerade Linie ist, so enthalt 
diese Annahme einen Fehler, der aber bei einer Kurve, die ihre Richtung 
stetig Sndert, fur ein hinreichend kleines Intervall selbst im Verhaltnis zu 
diesem Intervall beliebig klein wird. Um zu erfahren, ob der so gefundene 
Naherungswert eine Losung der Gleichung mit ausreichender Genauigkeit 
darstellt, kann man in seiner Nachbarschaft die Funktion / (x) fiir Werte 
von x berechnen, die dichter liegen als die Werte der urspriinglichen Tabelle. 
Indem man wieder die beiden Werte von x aufsucht, fiir die / (x) einmai 
grofier und einmai kleiner als c ist, hat man ein Intervall, in dem der ge- 
suchte Wert liegen raufi. Unter der Annahme der Proportionality der 
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Anderung kann man nun zwischen diesen beiden Werten von x wieder 
einen neuen einschalten, der einen genaueren N&herungswert darstelJt. 
Dieses Verfahren kann man so weit treiben, wie man will. Fur hinreichend 
kleine Intervalle erhalt man den Wert mit beliebiger Genauigkeit. Es wird 
im allgemeinen nicht zweckmaBig sein, die Intervalle gleich sehr klein 
werden zu lassen, weil man dann in der Regel mehr Werte von / (x) be- 
rechnen mufi, ehe man auf das gesuchte Intervall stoBt. 

Beispiel : x log x = 0.1450. 

Fiir x > i ist x log x positiv, es konnen also nur die Werte zwischen 
x = und x = 1 in Betracht kommen. Zur ersten Orientierung rechne 
man nun mit vierstelligen Logarithmen die Werte fur x = 0.1, 0.2 etc. 0.9 aus. 



X 


x log x 





0.0000 


0.1 


0.1000 


0.2 


0.1398 


0.3 


0.1569 


0.4 


0.1592 


0.5 


0.1505 


O.fr 


0.1331 


0.7 


0.1084 


0.8 


0.0775 


0.9 


- 0.0412 


1.0 


0.0000 



In dem Intervall 0.2 bis 0.3 und in dem Intervall 0.5 bis 0.6 nehmen 
wir nun die Anderungen von x denen von xlogx proportional an und 
suchen den zu 0.1450 gehorenden Wert von x, 

1) Intervall 0.2 bis 0.3 

0.2 0.1398 0.1398 
0.3 0.1569 0.1450 

DM.: 0.1 0.0171 0.0052 0.1 = 0.03 

171 

Das gibt x = 0.23. Nun wird von neuem berechnet: 



X 


a; log a; 


0.1450 
0.1447 


0.23 
0.22 


0.1468 
0.1447 



Diff.: 0.01 I 0.0021 0.0003 



21 



0.01 = 0.0014 
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Das gibt x = 0.2214. Bei nochmaliger Rechnung tut man nun 
gut, mehr als vierstellige Logarithmen zu nehmen: 



X 


xlogx 


Diff. 


0.2214 
0.2215 
0.2216 


0.1449775 
0.1449996 
0.1450217 


221 
221 



Man schhefit aus der Obereinstimmung der beiden Differenzen, 
soweit die Genauigkeit der Rechnung reicht, den gleichen Anderungen 
von x zwischen 0.2214 und 0.2216 die gleichen Anderungen von x log x 
entsprechen, und findet nun 

0.1450000 
0.1449996 

4 ^T x - 0001 = O-OOOOO 2 
x = 0.221502 

2) Intervall 0.5 bis 0.6 

0.5 0.1505 0.1505 
0.6 0.1331 0.1450 



0.1 + 0.0174 + 0.0055 



r x 0.1 = 0.03 

174 



Das gibt x = 0.53. Nun wird von neuem berechnet: 



X 


xlogx 


Diff. 


0.53 
0.54 


0.1461 
0.1445 


+ 16 



x 0.01 = 0.007 
Ib 

r = 0.537 
Nun werde mit siebenstelligen Logarithmen berechnet 



x 0.0001 = 0.000024 



Diese Betrachtungen sind nicht strenge. Denn es fehlt der Nach- 
weis, dafi die Funktion xlogx in den betrachteten Inter vallen jeden 
Zwischenwert ein und nur einmal annimmt. Dieser Nachweis wird durch 
die Betrachtung des Differentialquotienten der Funktion erbracht. , So- 
bald man sich n&mlich uberzeugt, dafi der Differentialquotient in einem 



x 


xlogx 


Diff. 


0.537 
0.5371 


0.1450040 
0.1449874 

3 


40 

A G 


166 166 
t = 0.537024 
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Intervall endlich 1st und nur Werte eines Zeicheiis hat, so wird die Funk- 
tion sich mit stetig wachsendem x stetig und nur in einer Richtung be- 
wegen und daher jeden zwischen den beiden Endwerten gelegenen Wert 
ein und nur einmai annelimen. In dicsem Falle z. B. ist die Ableitung: 

log x + log e 

1 1 

und ist also zwischen x = und x = negativ, zwischen x = y und a? = 1 

dagegen positiv. Die Funktion nimmt zwischen x = und x = ~ alle 

i 1 

Werte zwischen Null und - je einmai an und zwischen a: = -~ und 

" 

x = 1 wieder je einmai. 



e 



" 



6. Losung einer Oleichung nach dein Newtonsehen Yerfahren. 

Stafct wie eben die Kurve m oinem Intervall durch ihre Sehne zu 
ersetzen, kann man sie nach Newton auch durch eine Tangente ersetzen. 
Dann gestaltet sich die Rechnung in der folgenden Weise. Es sei x l ein 
Naherungswort einer Wurzel der Gleichung 

/ (x) - 0. *) 
Man setze nun x = x + A, so daC 

/ to + h) - 0. 

Nun ist fur kleme Werte von h bis auf GroCen 2. Ordnuug 
/ to + A) = / to) + /' to) A. 

Mit Vernachlassigung dieser Grofien 2. Ordnung erhalten wir dann 
also fur h die Gleichung ersten Grades 



oder 



T 



Dor Wert x l + h bildet daan einen ncuen Naherungswcrt, den wir 
mit x% bezeichnen und wiedor ebcnso verbesscrn konnen wic ,r t . 1st man 
der Wurzel schon einigermalien nahe, so wird die Gcnauigkeit alsbald 



*) Wenn oben f(as)=*c geschriebeu wai, so miige man sich hier /"(a:) c = 
geseizt und die Differenz f(x) c mit f(x] bezoichnot denken. 



6. Losung einer Gleichung nach dem Newtonschen Verfahren. 
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sehr grofi. Da die Verbesserung h meistens nur auf wenige Stellen be- 
rechuet zu werden braucht, so ist es nicht notig, den Wert von / (o^) und 
/' to) mit grofier relativer Genauigkeit zu berechnen. 

1. BeispieL Es werde der Neiherungswert x l = 0.2 fur die Wurzel 
der Gleichung 

x log x = 0.145 



zum Ausgangspunkt genommen. 



= x log x + 0.145 
= log# + Ioge. 



JC, 


/ (Jfr) 


/' M - 


/for) 


/' (*,) 


orj = 0.2 
JT, = 0.2196 
a- a = 0.22148 
x t = 0.221501 


+ 0-0052 
+ 0.000122 
+ 0.0000047 


0.265 
0.224 
0.220 


+ 0.0196 
+ 0.00188 
+ 0.000021 



Wie weit man berechtigt ist, die Kurve durch ihre Tangente zu 
ersetzen, erkennt man an den Anderungen der Werte /' (x r ). Fur das 
ganze Interval! # 3 bis x z. B, wird /' (x) = 0.220 gesetzt werden konnen, 
d. h. die Anderungen von / (x) sind in diesem Intervall bis auf weniger ala 
I Prozent ihres Betrages den Anderungen von x proportional. 

Wie man siehb, ist die Berechnung mit Hilfe der Tangente kurzer 
als die Berechnung mit Hilfe der Sehne, vorausgesetzt, dafi / ; (x) nicht 
umstandlicher zu berechnen ist als / (x). 

2. Beispiel: / (x) = sin x x cos x = 

/' (x) = x sin x. 

Da /( x) = / (#), so gehort zu jeder positiven Wurzel eine 
negative von gleichem absoluten Betrage und umgekehrt. Wir brauchen 
daher nur die positiven Wurzeln aufzusuchen. /' (x) ist positiv fur x 
zwischen und zr, negativ fiir x zwischen jt und 2 JT, wieder positiv fiir x 
zwischen 2 n und 3 TC usw. Daher wird / (x) ein Maximum fiir x = n, 
%n,%n etc. und ein Minimum fur x = 2 n, 4 or, 6 n etc. Die Maximal- 
werte sind gleich n, 3^ 7 5^ etc., die Minimalwerte gleich 2sc, 4?i, 
6^r etc. Zwischen jedem Maximalwert und dem folgenden Minimal- 
wert liegt eine und nur eine Wurzel und ebenso zwischen jedem Minimal- 
wert und dem folgenden Maximalwert. Um z. B. die Wurzel zwischen 

3T 

x = 5 n und x = 6 n auszurechnen, werde ^ = 5 n + -r- als erster Nahe- 

2i 

rungswert angenommen. 
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x r 


fM 


/ / <y \ 
\ it i 


/ (^r) 


/' (XT) 


n 
*i = 5 + 2 


1 


17.3 


0.058 =0.0184 re 


x z = + 5.4816 n 


0.00342 


17.2 


0.000199 = 0.000063re 


a, = 4- 5.481537 n 









Der Wert von /' (x) andert sich in den drei Stellen 17.2 nicht 
mehr. Die Anderungen von x sind daher bis auf weniger als J Prozent 
ihres Betrages denen von /(#) proportional. Mithin muB die zuletzt be- 
rechnete Verbesserung und daher aueh der Wert von x s in den hinge- 
schriebenen Ziffern richtig sein. 

Unter Umstanden kann es zweckmaBiger sein, /' (x) nicht durch 
Differentiation zu bilden, sondern es dadurch genahert zu finden, daB 
man bei der Berechnung von / (x) zugleich die Anderung / (x + k) f (x) 
berechuet, wo fur h eine kleine GroBe, z. B. die Einheit der 1. oder 2.' oder 

/ (x + h) / (x) 
3. etc. Dezimale, angenommen wird. Dann ist r genSJiert 

gleich f (x). Besonders dann ist die Rechnung bequem, wenn / (x) aus 
einer Summe von Gliedern besteht, deren einzelne Werte aus fertigen 
Tabellen entnommen warden. Man kann dann fur jedes Glied die Differ enz 
zweier aufeinanderfolgender Werte der Tabelle bilden und auf diese Weise 
den Unterschied der Werte der Funktion fur eine gegebene kleine Anderung 
von x zusammensetzea. 

Wir konnen z. B. die oben betrachtete Gleichung 

sin x x cos x = 

auf folgende Weise behandeln. Sei 5.5 n als erster Naherungswert gegebeii, 
so setzen wir zunachst # = 5.57z; u und haben dann 



cos u + (5.5 n u) sinu.= 

(5.5 n u) tg u = 1 
log (5.5 n u) + log tg u = 0. 

' 



oder 
oder 



Wir setzea nun u = , wo Q =* -- 60.60; dann ist n gleich 
Q n 

dem Winkel u in Sekunden gemessen. Die Gleichung geht dadurch iiber in 

loge + log (3564000 n) + log tg (u)^= 0. 
Man kann nun hier n = nicht als^ersten Naherungswert brauchen, 
log tg u dafiir unendlich wird. Da indessen n gegen 3564000 klein 
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1st, so kann man in log (3564000 n) zunachst n = setzeu und den 
Winkel so bestimmen, da8 log tg u = log Q log (3564000). 

log Q = 5.314425 
log 3564000 = 6.551938 



log tg u = 8.762487 u : 3 18' 44" 
n = 11924" 

Dieser Winkel werde als erster Naherungswert eingefiihrt. 

Inderung fur 1" 



1) 3564000 log = 4.6855749 10 

11924 log 3552076 = 6.5504823 1 

3552076 log tgu = 8.7624810 10 +365 

9.9985382 10 +364 
= 0.0014618 

+ 14618 



+ 364 

erster Naherungswert n = 11924 
Korrektion + 40.1 



= + 40.1 



zweiter Naherungswert n = 11964.1" (3 19' 24.1") 

Anderung fur 1" 

2) 3564000 log e = 4.6855749 10 de Xteii a 

11964.1 log 3552035.9 = 6.5504774 1 

3552035.9 log tg u = 8.7639423 10 +366 

9.9999946 10 +365 
= 0.0000054 
+ 54 



11964.1 
+ 0.15 
dritter Naherungswert 11964.25" (3 19' 24.25"). 

Will man den Wert noch genauer haben, so miiBte man die Loga- 
rithmen auf mehr als 7 Stellen aufschlagen. Denn wenn die siebente Stelle 
der Summe der 3 Glieder auf 1.5 Einheiten unsicher ist, wird die daraus 

f 1.5 
entspringende Unsicherheit der Verbesserung von n etwa 7^- Sekunden 

betragen. 
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7, Berechnung der Wurzeln dor eh Iteration, 

Wenn die Gleichung, deren Wurzel berechnet werden soil, auf die 
Form 

x == <p (x) 

gebracht werden kann und dabei erreicht werden kann, daB die Funktion 
<p (x) in der Nahe der Wurzel sich nur langsam mit x andert, so laBt sich 
die folgende Methode der Berechnung mit Vorteil anwenden. Es sei % 
ein Naherungswert der Wurzel. Setzt man nun 



so ist 2 ein neuer Naherungswert. Unter der gemachten Voraussetzung 
oiufi dann x z der Wurzel nahekommen. Denn bezeichnet x die Wurzel 
selbst, so erhalt man durch Subtraktion der beiden Gleichungen 

x ~ <p (x) 
x* 9 (*i) 
iie Gleichung 

x x a = cp (x} (p fa). 

Naoh der Voraussetzung soil aber cp (%) sehr wenig von 9? (x) verschieden 
sein. Folglich ist auch x% sehr wenig von x verschieden. 
So konnen wir z. B. die Gleichung 

21 a? 8 53 x 1 + 65 ^ + 312 tf 74 = 
so schreiben: 

5 "53"" 7 
" * +^ ~ 



312 312 

In der Nahe der positiven Wurzel Andert sich die rechte Seite nur 
langsam. Denn die positive Wurzel ist, wie man durch Einsetzen von 
x = 1 findet, kleiner als 1 und daher spielen die Glieder mit x 5 , re 7 , x 13 auf 
der rechten Seite eine geringe Rolle. Wird als erste Annaherung x = 



genommen, so ergibt sich als folgendc Annaherung x = I/ -rjr- = 0.49. 




Benutzt man diese neue Annaherung wieder in derselben Weise, so ergibt 
sich als folgende Annaherung 

0.4821 

und, wenn dieser Wert benutzt wird, als folgende Annaherung 

0.48247 
und mit diesem wiederum 

0.482454. 

Man bemerke, daB die Naherungswerte abwechselnd zu grofi und zu klein 



7. Berechnung cler Wurzeln durch Iteration. 49 

sind. Das muB immer der Fall sein, wenn cp (x) in der Nahe der 
Wurzel mit wachsendem x abnimmt. Denn, wenn x^ > a?, so 1st alsdann 
<p (x) <p (%) > und daher x z a > 0, d. h. x 2 < x\ wenn anderseits 
$i < x, so ist cp (x) cp (x) < und daher x # 2 < 0, d. Ji. x z > x. 
Wenn dagegen cp (x) in der Nahe der Wurzel mit wachsendem x zu- 
nimmt, so bleiben die sukzessiven Naherungen auf derselben Seite der 
Wurzel. 

Um die Geschwindigkeit, mit welcher die Annaherung an die Wurzel 
vor sich geht, zu crkennen, betrachte man den Differentialquotienten 
von cp (x). Ist dieser in der Nahe der Wurzel seinem absoluten Betrage 
nach nicht groBer als ein echter Bruch m, so ist cp (x) cp (a^) dem 
absoluten Betrage nach nicht groBer als m (x # x ) und folglich auch 
x x% dem absoluten Betrage nach nicht groBer als m (x %). Die 
Abweichung des folgenden Naherungswertes x 3 von der Wurzel x ist 
dann absolut genommen nicht groBer als m (x rc 2 ), d. i. nicht groBer 
als m 2 (x~r-x l ) u, s. f . Es vermindert sich mithin bei jedem Schritte 
die Abweichung von der Wurzel mindestens in dem Verbal tnis mil. 
So kann man in dem eben gerechneten Beispiel cp' (x) in der Nahe der 
Wurzel genahert berechnen 

1 1 325 # 4 + 371 a 6 273 # 12 



2 1/3121/74 65 a; 6 + 53 a;'" a; 12 1S 
Mithin gen&hert 

1 1 325 rr 4 1 325 . 



Man kann in der Nahe der Wurzel m < 0.07 annehmen. Nach 4 
Schritten vermindert sich also die Entf ernung von der Wurzel auf weniger 
als 25 Millionstel der ersten Entfernung. Diese Art der Rechnung laBt 
sich Mufig auch bei transzendenten Gleichungen mit Vorteil anwenden. 
Sie liegt auch manchen astronomischen und physikalischen Rechnungen 
zu Grunde, bei denen Mufig kleine Korrektionsglieder die zu berechnende 
GroBe selbst enthalten. Wofern die Korrektionsglieder sictt nicht wesent- 
lich Sndern, wenn man einen Naherungswert statt des wahren Wertes 
einsetzt, benutzt man sie, urn erne genauere Annaherung zu finden. Wenn 
man z. B. aus einer Monddistanz die geographische Lange eines Ortes 
berechnen will, so kommt bei der Reduktion der Monddistanz auf den 
Erdmittelpunkt die gesuchte Lange selbst vor. Gewohnlich wird der hierbei 
angenommene Wert der Ltoge dem wahren Wert hinreichend nahe sein, 
um die Korrektion hinreichend genau zu ergeben. Sonst miifite man 
grade wie oben mit dem ermittelten Werte die Rechnung wiederholen. 

Ennge, Praxis der Gleiohungen. 4 
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Die Gleichung 

tg (x) = x 

hat in jedem Inter vail, in welchem tg (x) alle Werte von oo bis + oo 
durchlauft, eine und nur eine Wurzel. Denn tg (x) w&chst rascher als x 

und iiberholt daher jedesmal den Wert x. So liegt z. B. zwischen - 



und + TT eine Wurzel (n^mlich x = 0), ebenso zwischen + TT und 3 , 
2 22 

VI Tt 

3 und 5-r- u. s. w. Ftir die groBeren Wurzeln eignet sich die eben aus- 
2 2 

einandergesetzte Methode vortrefflich, wenn man die Gleichung in der 
Form schreibt: 

x = arc tg x. 

Denn der Differ entialquotient der rechten Seite ist gleich 

1 

1 +Z 2 ' 

wird also fiir groBe Werte von x sehr klein. Geht man z. B. von dem Werte 

n 1 

x 1 = 1 aus, m dessen N^lhe eine Wurzel liegen mufi, so ist - - -^ < 0.01. 

Bei jedem Schritt mu8 daher die Entfernung von der Wurzel sich auf 
weniger als ihren hundertsten Teil verkleinern. 

= 7 ^ log 3.5 -0.544068 

1 2 log yr := Q.497150 



log 0^ = 

arc tg a x : 84 48^ 26" + 3 x 180 



.r 2 == 3.47115 n log 3.47115 = 0.540473 

log ^ = 0.497150 



log z 2 = 1.037623 
arc tg x % : 84 45' 38 ; ' + 3 x 180 



= 3.47089 n log 3.47085 = 0.540441 

log 7r = 0.497150 



log 3 = 1.037591 
:8445 / 36".6 



ir 4 = 3.47089 n. 

Die letzte Rechnung todert den vorletzten Naherungswerfc nicht 
mehr in den noch aufgefiihrten Stellen. Damit hat man die Gew^hr, daB 
die ermittelten Stellen richtig sind. Die Abweichung des erst en Naherungs- 
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wertes % betragt weniger als 0.03; daher muB nach der obigen Uberlegung 
der Fehler von x 2 weniger als 0.0003 und der von # 3 weniger als 0.000003 
betragen. 

Mit zentesimaler Teilung ist die Rechnung wesentlich bequemer, 
weil die Umrechnung des Winkels in Bruchteile von n wegfallt. 



X} = 3.5 n 



log 3.5 = 0.544068 
log rc = 0.497150 



arc tg Z-L 



1.041218 
= 694^.2261 



= 6.942261 



log 6.94226 = 0.841501 
log = 0.196120 



1.037621 
arc tg % 2 = 694^.1783 



= 6.941783- 



log 6.94178 = 0.841471 
log -J = 0.196120 



1.037591 
arc ig z s == 694<M780 



8. Anwendung auf die TJmkehrung einer Reihe. 

In ahnlicher Weise lafit sich die Umkehrung einer Reihe ausfiihren. 
Es sei z. B. 

a 3 a; 4 
x + x *+- + -+... 

und es soil fur einen kleinen Wert von y der zugehorige Wert von x be- 
rechnet werden, so kann man schreiben 



2! 3! 

Ist x klein, so andert sich die rechte Seite fur einen gegebenen Wert 
von y nur langsam mit x und man kann daher das eben auseinandergesetzte 

4* 
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Verfahren anwenden. Bei den ersten Annaherungen, deren Fehler nooh 
nicht sehr klein geworden ist, braucht man nur wemge Glieder zu beriick- 
sichtigen. Z. B. 

y = 0.1 ui = 0.1 
r. = 0.1 

0.01 
0.09 

j, = 0.1 

0.0081 

0.0004 



0.0915 

x t = 0.1 

0.00837 

38 
.j[ 

0.09124 

J- B = 0.1 

0.00832 

38 

j^ 

0.09129 

x 6 = 0.1 

0.008334 

380 

10 



0.09128 

Von liier ab wird die fvinfte Dezimale nicht mehr ge&adert. 
Man kann die Gleichung auf mancherlei andere Formen bringen, 
bei denen dasselbe Verfahren noch raseher zum Ziel fiihrt. Z. B. 



0.25 - 0.25 + y 



mithin 



Zur Berechnung der ersten Stellen der Quadratwurzel bedient man 
sich dabei zweckmaBig einer Tafel der Quadratzahlen. Z. B. 
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y = 0.1 ^ = 0.1 

3^ = 0.5 + 1/6.3495 
= 0.5 
+ 0.591 
+ 0.091 



SB = 0.5 + 1/0.349613 
= 0.09128 



.r 4 = 0.5 + 1/0.3496078 
= 0.091277. 

Aufgabe. Zwischen zwei gieich hohen Punkten, deren Entferimng c 
bekannt 1st, werde eine Kette von bekannter LSnge I aufgehangt. Man 
soil die Gleichung der Kettenlinie finden. 

Die Gleichung der Kettenlinie hat die Form 

x 
y = a Cof . 

Der Wert von a ist aus den Werten von c und I zu berechnen. Die 
Lange / der Kettenlinie ist durch die Gleichung gegeben: 



~ 

C 

Aus dieser Gleichung ist a zu berechnen. Man setze = w, so 



hat man: 



Oder, wenn durch u auf beiden Seiten dividiert wird: 



u* 



oder 



4.5 4.5.6.7 



Ftir den Fall einer einigermaBen flach gestreckten Kette ist 6 f - 1J 

klein. Man kann dann in der beschriebenen Weise den Wert von w 2 und 
daraus den Wert von a sehr rasch ernaitteln. 

Es sei z. B. c = 100 m, I = 105 m und also 6 (- Ij = 0.3. 



54 U- Abschnitt. Nichtlineaie Gleichungen mit einer Unbekannten. 

Ki 2 = 0.3 
2 2 = 0.3 

0.0045 



0.2955 

u/ = 0.3 

0.00437 

0.00003 
0.29560 

Da der Differentialquotient der rechten Seite negativ ist, so sind die 
Nfiherungswerte abwechselnd gro'Ber und kleiner als die Wurzel der 
Gleichung. Nun hat man 

log it* = 9.47070 

log -^- = 9.73535 

JL CL 

log 4 = 1.69897 



loga =1.96362 a = 91.96m. 

Um zu beurteilen, wie schnell diesVerfahren konvergiert, hat man, 
wenn u 2 = z geschrieben wird, in der Gleichung 



die rechte Seite zii differentiieren. Ist in der Nahe des gesuchten Wertes 
von z der Differentialquotient 



__ __ _ _ 

4,5 s 4.5.6.7 * 

absolut genommen nicht groBer als ein echter Bruch m, so vermindert 
sich der Fehler bei jeder folgenden Annaherung mindestens auf den Bruch- 
teil m seines vorigen Betrages. Damit das Verfahren schnell zum Ziele 
fiihre, muB der Wert des Differentialquotienten ein kleiner echter Bruch 
sein. }^] % k 

Es moge berechnet werden, fiir welchen Wert von z der Differential- 
quotient absolut genommen gleich 0.1 ist. 



2 

0.1 = T^ : 



oder 



2.6.7 2.6.7.8.9 
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*,= 1 

0.036 

0.001 



0.963 

23 = 1 

0.033 

0.001 
0.966 

Die nftchste Annaherung unterscheidet sich in den hingeschriebenen 

I 

Stellen nicht mehr von z s . Der Wert von ergibt sich daraus gleich 1.169. 

c 

Wenn also die Lange der Kette nicht mehr als etwa 17 Prozent langer ist, 
als die Entfernung der Aufhangungspunkte, so vermindert sich bei der 
Berechnung des Wertes a der Fehler von it 2 mit jedem Schritte auf min- 

/ 
destens ein Zehntel seines vorigen Betrages. Bei dem Wert = 1.169 

c 

ist die Pfeilhohe der Kette etwa gleich dem vierten Teil der Entfernung 
der Aufhangungspunkte, 

Mit Hilfe von Tabellen fur log in u kann die Rechnung fur be- 

liebige Werte von bequem ausgefiihrt werden. Man braucht nur die 
c 

Gleichung 

1 

u = Stu u 

c 

in die Form zu brmgen: 

log I log c = log Sin u log u 
und findet z. B. fur I = 25, c = 7 

log I = 1.3979 
log c = 0.8451 
0.5528 
Nun versucht man einzelne Werte von u, z. B. 

u =3 log Silt u = 1.0008 

log u = 0.4771 



0.5237 zu Irlein 



u = 3.1 log Sin u = 1.0444 
log w = 0.4914 



0.5530 zu groB 
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n = 3.09 log Sin u = 1.0400 
log u = 0.4900 



0.5500 zu klein. 

Die Verminderung von log Silt # lg ^ betr&gt zwischen zi = 3.10 
und zi = 3.09 dreiBig Einheiten der vierten Stelle. Da man in diesem 
Interval!, wenn keine groBere Genauigkeit verlangt wird, die Anderung der 
Anderung von u proportional setzen kann, so findet man demnach 

u = 3.099 
und mithin 

a = ~ = 1.130. 
2 u 

Das auf S. 52 beschriebene Newbonsche Verfahren zur Berechnung 
sukzessiver Naherungen kann als ein spezieller Fall des hier betrach- 
teten Iterations -Verfahrens aufgefafit werden. Eine Wurzel der Gleichung 
f(x) = mu6 n^mlich auch die Gleichung 



/' W 
befriedigen. Der Differeniialquotient der rechten Seite ist gleich 



f (x) f (a?) 

und wird also in der Nhe einer einfachen Wurzel der Gleichung / (x) == 
sehr klein. Wir konnen daher mit Hilfe eines Naherungswertes x^ einen 
besseren Naherungswert x% durch Einsetzen von ^ in die rechte Seite der 
Gleichung finden: 



Dies ist nichts anderes als das Newtonsche Verfahren. Die Ge- 
sch\\indigkeit der Annaherung lafit sich nun auf folgende Weise uber- 
schlagen. Man hat wie oben: 



j (x) 
wo x die Wurzel selbst bedeutet und <p (x) fur x -77 geschrieben ist. 

Nun ist nach dem Taylorschen Satze 

<p"(x) 
V(*i) V (x) = <P' W ( x i ~ s) H -- fa*? ^ ---- ' 
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/" (x) 
und da <p' (x) = 0, <p" (x) = -77-7-7- ist > so hat m ^n in der Nahe der 

/ (#) 
Wurzel unter Vernachlassigung der Glieder hoherer Ordnung: 

1 /" to) 



Schreibt man der Kiirze halber 

1 1" fo 



2 /' (x) "" 
so kann man bis auf den Betrag der Glieder hoherer Ordnung genau setzen 

/y _ /y *y> //yi /yi \2 

A. .{. O ~ ~ // v \JU nC/1 J 

oder 

m (x x z ) = [m (x %)] 2 
und daher 

m (x # 3 ) = [m (x # 2 ) 3 2 = t m (# #1) J 4 

jw //v i v \ f tv) (w -*. w ^ "I^ __ r>M //v . /y \ "]4 - f} /'T* -. - 'y \ TS 

//t i*u *^4 / "~~"~ L \ " 3/ J """" ~ L \ ^~~~ ** / J ^~~ I \ "^l/ J 

USW. 

Der Fehler der sukzessiven Naherungen vermindert sich also pro- 
portional der 2., 4., 8,, 16. ... Potenz von m (x # x ). Es muB dabei 
m (x X}) absolut genommen kleiner als 1 sein und es miissen die ver- 
nachl&ssigten Glieder klein genug sein, urn die Vernachlassigung zu recht- 
fertigen. Danach kann man die Ann&herung an die Wurzel iiberschlagen. 
So ist z. B. bei dem auf S. 52 behandelten Beispiele etwa m = + 4.5 und 
m (x %) dem absoluten Betrage nach kleiner als 0.1. Daraus ergibt sich, 
dafi die Fehler der folgenden Naherungen kleiner sind als 

-0.01, -0.0001, -0,00000001 usf. 
m m m 

Aus den Gleichungen m (x # 2 ) = \. m ( x %)] 2 usw - ^'8^ noch 
eine Eigenttimlichkeit des Newtonschen Verfahrens. Da namlich hiernach 
m (x # a ), m (x # 3 ) usw. alle positiv sein mtissen, so haben x # 2 , 
x XQ usw. dasselbe Vorzeichen wie m. Wenn m positiv ist, so sind x& x 3 
usw. alle kleiner als x, wenn m negativ ist, dagegen groBer als x. Die erste 
Annaherung kann hingegen in beiden Fallen sowohl grofier wie kleiner 
als x sein. 



III. Abschnitt, 

Nichtlineare Gleichungen mit mehreren 
Untoekannten. 



9. Die Newtonsche Methode. 

Die Newtonsche Methode lflt sich auch bei mehreren Gleichungen 
mit mehreren Unbekannten durchftihren. Sobald fur die Unbekannten 
einigermaBen genaue Naherungswerte bekannt sind, kann man als Un- 
bekannte die Verbesserungen der Naherungswerte einfiihren und kann die 
gegebenen Gleichungen, indem man die Glieder zweiter Ordnung vernach- 
lassigt, als linear e Gleichungen fur diese Verbesserungen ansehen. Es seien 



g(xy) = 

zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten #, y und es seien x- y l Werte, fur 
welche die Gleichungen nahezu befriedigt sind, d. h. fur welche / (x^y^) und 
S ( x i 2/i) se ^ r wen ig y on Null verschieden sind. Setzt man nun x = x l + A, 
y = T/ X + k, so kann man bei Vernachlssigung der Glieder zweiter 
Ordnung schreiben: 



g(xy) = g(x l y l ) 

wo fi und / 2 die partiellen Differentialquotienten von / nach x und y und g l 
und g z die von g bedeuten. Man erhklt so fur h und k die beiden linearen 
Gleichungen: 



g% k + g 

die nach der oben beschriebenen Methode aufgelost werden konnen. Da 
h und k klein sind, so brauchen die Koeffmenten dieser Gleichungen nur 
auf wenige Stellen ausgerechnet zu werden. 

Geometrisch gesprochen sind die beiden Kurven 
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fiir die Punkte in der Nahe von a?j y^ durch die geraden Linien 

/ (^i 2/i) + A (a ai) + / 2 (y ft) == 
g (*i 2/i) + 0i ( *i)'+ 2 (y 2/i) = 

ersetzt, deren Schnittpunkt dann anstatt des Schnittpunktes der beiden 
Kurven genommen wird. Wenn es notig 1st, kann man dieselbe Operation 
wiederholen, indem man statt x y die verbesserten Werte x + A, T/ X + k 
nimmt usf. 

In manchen Fallen sind Naherungswerte fiir die beiden Unbekannten 
schon von vornherein bekannt. Wenn z. B. auf See Lange und Breite 
aus den beobachteten Hohenwinkeln zweier Gestirne gefunden werden 
sollen, so ist man von vornherein durch die Logge-Rechnung iiber den Ort 
des Schiffes ziemlich gut unterrichtet. Es handelt sich nur darum, die 
Werte der Logge-Rechnung durch die Beobachtung zu korrigieren. Sind 
^ und t z die Stundenwinkel zweier Gestirne fiir einen in Greenwich befind- 
lichen Beobachter, sind ferner <p und A die geographische Breite und 
Lange des Schiffsortes (die Ldnge auf Greenwich bezogen und wie der 
Stundenwinkel nach Osten negativ, nach Westen positiv gerechnet), sind 
endlich d^ <5 2 die Deklinationen und A l7 A 2 die durch Beobachtung gefunde- 
nen wahren Hohenwinkel der beiden Gestirne, so hat man zur Bestimmung 
von q> und A die beiden Gleichungen: 

sin hi = sin <p sin (3 X + cos cp cos d cos (A 1 : ) 
sin & 2 = sin <p sin <5 2 + cos <p cos <5 2 cos (A t z ). 

Denn das spharische Dreieck?/ dessen drei Ecken Pol, Zenith und 
Gestirn sind, hat zu Seiten 90 <p, 90 (5, 90 h und der Seite 
90 h gegeniiber den Winkel t L Wird der Winkel gegeniiber der 
Seite 90 d (das Azimut des Gestirns) mit a bezeichnet, und positiv 
oder negativ gerechnet, je nachdem der Stundenwinkel positiv oder 
negativ ist, so hat man, wie eine leichte Rechnung zeigt: 

dh dh 

i = cos a, -T-T = cos cp sin a. 

d <p d A 

Nun setze man zunachst fur <p und A die Naherungswerte ein und 
berechne nach den obigen beiden Gleichungen die zugehorigen Hohen- 
winkel, die mit H^ H^ bezeichnet werden mogen, wahrend A x und A 2 die 
durch die Beobachtung gefundenen Hohenwinkel bezeichnen. Sind nun 
A <p und A A die Verbesserungen der Naherungswerte, so hat man, in- 
dem man sich A a und A 2 nach Potenzen von A <p und A A entwickelt 
denkt und die Glieder zweiter Ordnung vernachlassigt: 

A! /4 = cos % A <p + cos <p sin a x A A 
&2 HZ = cos a 2 A <p + cos <p sin a a A A. 
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Man kann die beiden Geraden, die durch diese Gleichung dargestelJt 
werden, wenn man A <p und cos <p A A als rechtwinklige Koordinaten 
auffaGt, auch in die Seekarte eintragen und iHren Schnittpunkt durch 
Zeichnung finden. Eine solche Gerade heiBt bei den Seeleuten eine Stand- 
linie oder auch eine Sumner Linie nach dem amerikanischen Kapit&n 
Sumner, der die Betrachtung dieser Linien zuerst einfiihrte. Auch eine 
einzige Hdhenbeobachtung lafit sich mit Hilfe der Standlinie verwerten. 
Obgleich aus einer einzigen Hohe Lnge und Breite nicht berechnet werden 
konnen, so erfahrt man wenigstens, daB das Schiff sich auf einer bestimmten 
Linie befindet. 

Wenn die beiden Beobachtungen von h^ und A 2 nicht gleichzeitig 
gemacht sind, so wird im allgemeinen das Schiff inzwischen seinen Ort ver- 
slndert haben. Die Naherungswerte von <p und A werden dann fur die 
zweite Beobachtung entsprechend der Ortsveranderung des Schiffes ge- 
andert sein. Die Gleichungen fur die Verbesserungen A <p und A A sind 
ebenso zu bilden, wie oben. Die berechneten A <p und A A geben dann 
mit den ersten Naherungswerten von <p und A die verbesserte Lange und 
Breite zur Zeit der ersten Beobachtung und mit den zweiten Naherungs- 
werten die verbesserte Ltoge und Breite zur Zeit der zweiten Beobachtung. 

Beispiel. Am 30. Oktober 1897 vormittags, Greenwicher Zeit: 
29. Oktober, 18 h 56 m 5Q sec wurde der Hohenwinkel des Sirius gemessen und 
nach Anbringung der Korrektionen wegen Refraktion und Kimmtiefe 
gleich 17 56'.5 gefunden. Die Loggerechnung ergab zur Zeit der Beob- 
achtung 49 56' nordlicher Breite und 11 23 / .0 westlicher Lange. 

Zwanzig Minuten spSLter Greenwicher Zeit: i9 h 16"* 50 8ec wurde der 
Hohenwinkel der Venus gemessen und nach Anbringung der Korrektionen 
gleich 25 25'.6 gefunden. Das Schiff hatte sich inzwischen mit einer Ge- 
schwindigkeit von etwa 17.5 Knoten nach Osten bewegt, so daU zur Zeit 
der zweiten Beobachtung nach der Logge-Rechnung die Breite dieselbe, 

17.5 

die Lange aber = 9'.0 ostlicher ffeworden war. Aus dem nauti- 

3 cos <p & 

schen Jahrbuch flndet man Rektaszension und Deklination der beiden Ge- 
stirne zur Zeit der Beobachtung und die Greenwicher Sternzeit. 

Rektaszension Deklination Greenwicher Sternzeit 

Sirius 6* 40 40.6*" 16 34' 18" 9* 32 m 15.0* 50 
Venus 12* 43 33.5*" 3 6' 5" 9 A 52 18.3** 

Der Greonwicher Stundenwinkel ist die Differenz zwischen Green- 
wicher Sternzeit und der Rektaszension. Er ergibt sich fur Sirius gleich 
2 h 51 m 34.4 W und fur Venus gleich (2 A 51 15.2 we ). 

Aus dicsen Daten orgibt sich fur Sirius H = 17 55.2 und a = 148, 



9. Die Newtonsche Methode. 61 

fur Venus // = 25 28'.4 und a = 121 und wir orhaltcn fur A <p und 
A A die beiden Gleichungen: 

0.85 A y +0.34 A X 1.3 = 

0.52 A y 0.55 A 2, +2.8 = 

0.85 +0.34 1.3 1.6 

0.52 0.55 +2.8 1.3 A y = 7 .4 

+ 0.21 0.8 O3~ 



0.76 +3.6 AA = +4'.7 

Die Breite der Loggerechnung muB demnach um 0'.4 nordlicher, die 
Lange um 4'. 7 westlicher genommen werden. 

Man kann die Rechnung auch ganz zweckmaBig in einer etwas anderen 
Weise anordnen. Man rechnet zuerst mit der durch Beobachtung ge- 
wonnenen wahren Hohe und der durch die Loggerechnung gegebenen 
Breite die Lange aus. Dazu wird die Gleichung zwischen ft, 99, <5, t A 
in die Form gebracht: 

sin %(z + <p8) -sinj (z <p + d) 

sin 2 (t A) s= T , 

cos <p cos o 

wo z die Zenithdistanz des Gestirns bedeutet. Wenn man von dem so 
berechneten Werte A die Lange der Loggerechnung abzieht, so hat man 
den Wert von A A, der dem Wert A <p = entspricht. Wenn man sich 
nun die Gleichung der Standlinie auf die Form gebracht denkt: 

A A = in A <p + //, 

cos a 

so ist m = : und u, ist gleich dem Wert von A A f iir A q> = 0- 

sin a cos <p ' T 

Mit der hinzukommenden Berechnung von a, wofur die Seeleute 
aber auch Tabellen besitzen, ist dann also die Gleichung der Standlinie 
gefunden. Oder man kann auch, statt a zu berechnen, die Rechnung fur 
die Lange gleichzeitig noch einmal mit einem etwas anderen Werte von cp 
z. B. q> + 10' ausfiihren. Daraus kann man dann die Differenz A A finden r 
die dem Werte A cp = 10' entspricht und hat dann aus der Gleichung 
A A = m A <p + ft 

A A p 

m = 16 ' 

Bei der ersten Art der Rechnung wird fur die Standlinie eine Tan- 
gente des geometrischen Ortes gesetzt; bei der zweiten Art der Rechnung- 
dagegen eine Gerade, die zwei benachbarte Punkte des geometrischen Ortes 
miteinander verbindet. Bei der ersten Art ist die Rechnung wohl etwas. 
kiirzer. 
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In khnlicher Weise wird auch bei der Methode der kleinsten Quadrate 
in dem Falle, wo die Fehler -Gleichungen urspriinglich nicht linear sind, 
die Redlining auf lineare Gleichungen zuriickgefiihrt, indem man die Ver- 
besserungen von Naherungswerben als die Unbekannten betrachtefc. Da 
<iie Verbesserungen klein sind, so kann man die auftretenden Funktionen 
nach Potenzen dieser Grofien sich entwickelt denken, und die Glieder 
zweiter Ordnung vernachlassigen; dadurch werden die Fehler, deren 
Quadratsumme ein Minimum werden soli, lineare Funktionen der Un- 
bekannten. 

10. Die Aufflndung der ersten Naherungswerte. 

Durch Elimination aller Unbekannten bis auf eine, kann man die 
Auflosung der Gleicliungen mit rnehr als einer Unbekannten auf solche 
mit einer Unbekannten zuriickfuhren. Indessen ist die Elimination in 
vielen Fallen so umstandlich oder schwierig, daS man sie zu vermeiden 
sucht. Bei zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten kann man z. B. ver- 
suchen, zur Auffindung der ersten Naherungswerte die Kurven, welche 
.duroh die Gleichungen dargestellt werden, wenn man die Dnbekannten 
etwa als rechtwinklige oder schiefwinklige Koordinaten oder auch als 
Polarkoordinaten auffafit, in grober Annaherung zu zeichnen, um zunachst 
uber die Lage der Schnittpunkte einen Uberblick zu gewinnen. Hat man 
auf diese Weise fur ein Wurzelsystem Naherungswerte gefunden, so kann 
man, wie friiher schon gezeigt wurde, Verbesserungen dieser Naherungs- 
werte berechnen, indem man die Verbesserungen als die Unbekannten 
einfuhrt und nur die Glieder von der ersten Ordnung beibehalt. 

Beispiel: 4a;2 + 92/ a =1 

(x l)* + (y 0.5) a = l. 

Fafit man x und y als rechtliche Koordinaten auf, so stellfr die erste 
'Gleichung eine Ellipse dar, deren Hauptachsen in die Koordinatenachsen 
fallen und die halben Langen | und ^ haben. Die zweite Gleichung stellt 
einen Kreis dar, dessen Mittelpunkt die Koordinaten x = 1, y = 0.5 hat 
und dessen Radius gleich 1 ist. Eine oberfUchliche Zeichnung lehrt, da8 
2wei reelle Schnittpunkte vorhanden sind. Der eine liegt nahe bei x = 0, 
y = J, der andere nahe bei x = |, y = i- Wir wollen die genaue Be- 
i"echnung des zweiten Schnittpunktes durchf liliren : 

1. Naherungswert 

x y 

0.33 0.25 

Man setzt in beiden Gleichungen 



0.0019 
+ 0.0114 
+ 0.0010 


+ 2.64 
1.34 


4.5 
1.5 
+ 2.28 


+ 0.0104 


4.5ft = 


3.78 
0.0019 
0.0124 




0.0143 
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x = 0.33 + h, y = 0.25 + k 
und vernachlassigt die Glieder zweiter Ordnung 

0.0019 + 2.64/14.5 k = 
+ 0.0114 1.34 h 1.50 k = 0. 

Die Auflosung der Gleicliungen geschieht am besten mit dem Rechen- 
schieber in der oben beschriebenen Weise. Denn es lohnt sich nicht, die 
Verbesserungen A, k sehr genau zu berechnen, weil in den Gleichungen ja 
doch schon die Glieder zweiter Ordnung vernachlassigt sind. 



k = + 0.00275 

h = + 0.00541 
2. Naherungswert 

x y 

0.33541 0.24725 

Die Verbesserungen ergeben sich aus den Gleichungen 

+ 0.000192 + 2.68 h 4.45 A = 
+ 0.000062 1.33 h 1.49 k = 
95 +2.21 

~157~ 3.70 k = + 0.000042 

d = 0.000001 

Die verbesserten Werte sind mithin 

x - 0.335409 
y = 0.247208. 

Zur Kontrolle mogen diese Werte in die beiden Gleichungen einge- 
setzt werden. Es ergibt sich 

4 x * + 9 y z _ i = 0.00000283 
( X _ 1)2 + ( y _0.5) 2 1 = 0.00000097. 

Wollte man abermals Verbesserungen berechnen, so konnte man die 
Koeffizienten von h und k aus den vorigen beiden Gleichungen beibehalten, 
da die neuen Werte in den hingeschriebenen Stellen sich nicht von den 
alten unterscheiden. Die Verbesserungen sind kleiner als eine Einheit 
der 6 ten Dezimale. 
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Eine der beiden Unbekannten zu eliminieren und die resultierende 
Gleichung vierten Grades zu losen, ware weitlaufiger. Im Gegenteil hat 
man zur Auflosung der Gleichungen dritten und vierten Grades mit einer 
Unbekannten auch wohl den Weg eingeschlagen, durch passende Ein- 
fuhrung einer zweiten Unbekannten die Aufgabe auf die Berechnung der 
Schnittpunkte von Kurven zweifcen Grades zuriickzufuhren. 

Ist a x* + b x s + c x* + d x + e = 



die Gleichung vierten Grades, so kann man eine zweite Unbekannte y 
durch die Gleichung 

h _ 

definieren und dadurch die erste Gleichung auf die Form bringen: 

/ ^ 2 \ 

u 2/2 _i_ ( c I a; 2 + d # + 6 = 0. 

& ^\ kal 

Die Definitionsgleichung von y stellt, wenn man x und y als recht- 
winklige Koordinaten auffaflt, eine Parabel dar, deren Achse der ^-Achse 
parallel ist und deren Schnittpunkte mit der #-Achse bei x = und 

x = liegen. Fur die verschiedenen Werte von a und b bleibt die 

2 OL 

Parabel sich immer kongruent. Wenn man also auf durchsichtigem 
Papier die Parabel x 2 = y ein fur allemal aufzeichnet, so braucht man 
sie nur entprechend den Werten von a und b an ihre Stelle zu schieben. 
Die zweite Gleichung stellt eine Ellipse oder eine Hyperbel dar, wenn sie 
uberhaupt fur reelle Werte von x und y zu befriedigen ist. Der Mittel- 
punkt liegt auf der #-Achse bei 

_ 2 ad 

X ^ b* 4 a c 
Beispiel : 

& + 2 x 3 5 x* + 3 x 1 = 0. 

An die Stelle der einen Gleichung treten die beiden 

x* + x = y 
y 2 6 re 2 + 3 x 7 = 0. 

Die zweite Gleichung werde auf die Form gebracht: 

y 2 6 (x 0.25) 2 6.625 = 0. 
Sie stellt eine Hyperbel dar mit den beiden Asymptoten 

y = /6(s 0.25) 
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Die beiden Scheitelpunkte liegen auf beiden Seiten der Jt'-Achse im 
Abstand j/6.625. 

Eine oberflachliche Zeichnung lehrt sofort, daB nur zwei Schnitt- 
punkte vorhanden sind. Die Abszisse des einen ist nalie bei x = + 1.6. 
Der andere Schnittpunkt liegt in einem Teil der Hyperbel, wo sie sich 
schon einigermaBen an die Asymptote 

2/ = 1/6(^ 0.25) 

anschmiegt. Der entferntere Schnittpunkt dieser Geraden mit der Parabel 
x 2 + x = y hat nahezu die Abszisse 3.6. Mit diesen beiden Naherungs- 
werten kehrt man nun am besten zu der Gleichung vierten Grades zuruck 
und wendet das Newtonsche Verf ahren an. Man fmdet die genaueren Werte 

x = + 1.61338 
# = 3.70545. 

Es lohnt sich nicht, fur die Kurven mehr als eine oberflachliche 
Zeichnung zu machen. Denn sobald es sich urn genauere Werte handelt, 
ist die Rechnung sehr viel schneller ausgefiihrt als eine sorgf&ltige Zeich- 
nung in groBerem MaBstabe. Fur eine erste tJbersicht kann dagegen eine 
Zeichnung gute Dienste leisten. 

Bei der Aufzeichnung der Kurven ist es bisweilen empfehlenswert, 
andere Veranderliche einzufiihren. 

So wxirde man z. B. eine Gleichung 

aaff + bx t y u ^l, 
durch Einfuhrung der neuen Veranderlichen 



indem man und ^ als rechtwinklige Koordinaten auffaBt, durch die 
gerade Linie 

a< f + bq = 1 

darstellen konnen. Zu jedem Wertepaar f, y gehoren dann die Werte 

i 



. 

die man logarithmisch zuberechnen haben wilrde, es sei denn, daB man auch 
in der zweiten Gleichung die Veranderlichen f und n zweckm^Big einfuhren 
konnte. Oft kann man die Logarithmen der Veranderlichen mit Vorteil statt 
der Veranderlichen einfuhren, wovon im n^chsten Paragraphen die Rede ist. 
Die von C. F. GauB*) erwShnte Aufgabe der Schiffahrtskunde lafit 
sich zweckmaBig in ahnlicher Weise behandeln. An drei Punkten (1), (2), 



*) GauB, Werke Bd. IV S. '407. 

Runge, Praxis der Gleichungen. 
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(3), welche in einer geraden Linie 1 und in bekannten AbstStnden vonein- 
ander, A von (1) nach (2), B von (2) nach (3) liegen, sind die Winkel $, #', 
&" zwischen zwei Zielpunkten (4), (5), deren gegenseitiger Abstand = 2 c 
ebenfalls bekannt ist, gemessen; man verlangt die Lage der drei ersteren 
Punkte gegen die beiden letzteren. Die drei Winkel $, $', ft" bestimmen 
drei Kreisbogen als geometrisclie Orter fiir die Punkte (1) (2) (3), Die Kreis- 

c c 

bdgen verbinden die Punkte (4) unji (5) und haben die Radien - r, - ~;, 

sin c/ 1 sin </ 

^ 

- r-. Zeichnet man sich diese drei Kreisbogen auf und merkt auf dem 
sin ft" & 

gerade abgeschnittenen Rande eines Papierstreifens die gegenseitige Lage 
der drei Punkte (1) (2) (3) an, so ist durch Hin- und HerscMeben schnell 
eine Lage des Papierstreifens gefunden, fur welche die drei Punkte auf 
die zugehorigen Bogen fallen. Es sind offenbar je zwei Lagen moglich, 
symmetrisch zu der Geraden, welche die Verbindungslinie von (4) und (5) 
senkrecht halbiert. Sie unterscheiden sich dadurch, daB die Punkte (4) 
und(5)in der einen Lage zu der Richtung 1, 2, 3 anders liegen als in derandern. 
Handelt es sich um grofiere Genauigkeit, so wird die Zeichnung nicht 
ausreichen. Man kann dann aber die durch die Zeichnung gefundenen 
Werte durch Rechnung verbessern. Als Unbekannte mogen eingefuhrt 
werden erstens die Koordinaten des Punktes (2) und zweitens der Rich- 
tungswinkel der Richtung 1 2 3, d. L der Winkel, den diese Richtung mit 
der Richtung der positiven #-Achse macht, gemessen von der positiven 
#-Achse aus in dem Drehungssinn, der durch 90 zur positiven 2/-Achse 
fiihrt. Die Koordinaten der Punkte (1) (2) (3) sind alsdann 

(1) : x A cos 9?, y A sin <p 

(2):* y 

(3) : x + B cos <p, y + B sin cp. 

Werden die Koordinaten des Punktes (4) mit p, q, diejenigen von 
(5) mit r und s bezeichnet, so erhalten wir fiir die drei Unbekannten die 
Gleichungen 

q y _i_ A sin o> s y + A sin w 

arctg^ - ^~ - ~ arctg 



p x + A cos <p r x + A cos cp 

a y s y 

arctg^ - - arctg - - = ft' 

p x r x 

q y B sin <p s y 5 sin OP 

arctg^ - - - 5 - - arctg 



p x B cos 9 r x B cos 



*) Unter # ist Mer, wie die linke Seite der Gleichung angibt, die Drehung 
verstanden, die von der Richtung 15 in die Richtung 14 fiihrt und je nach dem 
Drehuugssinn positiv oder negativ gerechnet wird. Das Analoge gilt von &' und i^". 
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Diese drei Gleichungen werden durch die mit Hi]fe der Zeichnung 
gefundenen Werte von x, y, <p im allgemeinen nicht genau befriedigt. 
Die Differenzen der linken und rechten Seiten mogen mit s, s', &" be- 
zeichnet werden. Sind nun d x, d y, d <p die Verbesserungen der ge- 
fundenen Werte und vernachlassigt man die Glieder zweiter Ordnung 
in dx, dy, d <p, so ergeben sich fur diese Verbesserungen die drei line- 
aren Gleichungen: 

a (d x + A sin <p d <p) b (dy A cos <p d <p) + e = 
a' d x b'dy + e' = 

a" (dx B sin <p d <p) b" (d y + B cos 9 d <p) + e" = 0, 

wo 

sin (14) sin (15) cos (14) cos (15) 

a =~~1A ~15~' =~&T 15~ 

sin (24) sin (25) cos (24) cos (25) 

a ' ^~ "' /; 



a" = 



4 25 ' 24 25 

sin (34) sin (35) _ cos (34) cos (35) 
~34 35~~' ~~~34 35~* 



Dabei ist (14), (24) etc. . . geschrieben fiir den Richtungswinkel der 
Richtung vom Punkte (1) zum Punkte (4) etc. und 14, 24 etc. fur die Ent- 
fernung zwischen den Punkten (1) und (4) etc. 

Nachdem auf diese Weise die verbesserten Werte x + dx, y + dy, 
cp + d <p gefunden sind, berechneb man zur Kontrolle noch einmal die 
Winkel 415, 425, 435. Ergeben sie sich noch immer nicht ganz gleich 
ft, ft', ft", so berechnet man noch einmal Verbesserungen dx, dy, dtp, 
wobei aber s, &', s" zu ersetzen sind durch die zuletzt gefundenen Ab- 
weichungen von i ft, ft', ft". 
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Oft kann es vorteilhaft sein, statt der urspriinglichen Unbekannten 
andere einzufiihren. So wird z. B. der Zusammenhang zwischen dem 
Druck p und dem Volumen 9 eines idealen Gases bei adiabatischer Zu- 
standsanderung, d. h. bei einer solchen Anderung, bei der weder Warme 
zugefiihrt noch abgefiihrt wird, durch eine Gleichung von der Form 

ausgedriickt, wo y und a Konstanten bedeuten. Fiihrt man hier die 

5* 
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Logarithmen von p und von 9 ein und schreibt log v = #, log p = y, so 
erhalt man 

y = y . .r + log a. 

Zwischen a; und y besteht also eine lineare Gleichung, die sowohl 
fur die Rechnung wie ftir die graphische Darstellung bequemer ist als die 
urspriingliche Form. 

Die Energie / der Strahlung eines absolut schwarzen Korpers ist 
als Funktion der Wellenlange A und der absoluten Temperatur & durch 
die Formel 



darstellbar, wo a und b Konstante bedeuten und e die Basis der natiirlichen 
Logarithmen ist. Dabei ist vorausgesetzt, daB wir uns auf einen solchen 
Bereich der Wellenlangen und Temperaturen beschrahken, wo A & einiger- 
maBen klein gegen b ist. 

Fuhrt man hier als neue Vertaderliche die GroBen ein: 

log A = x 
1 

T&= 
log / = z, 
so hat man: 

z = 5 a: b log e y + log a, 

d. h, es wird z eine lineare Funktion von x und y. Fur gegebene 
Werte von A und $ lassen sich die Werte von x und y unmittelbar be- 
rechnen; aber auch umgekehrt findet man aus x und y die Werte von 

1 
X und #, indem man zuerst A aus a? berechnet und dann & = hat. 

^y 

Sind z. B. fur die Wertsysteme A x ^ und A 2 ^ 2 die Strahlungs- 
Energien J und / 2 gemessen worden, und sollen nun daraus die beiden 
Konstanten a und b berechnet werden, so berechne man x^ y^ % und x% y% z% 
und schreibe log a = A, b log e B. Dann hat man fur A und B die 
beiden linear en Gleichungen 

A B yi 5 x % = 
-4 B% 5# 2 2 = 0. 



Sollen -4 und B nach der Methode der kleinsten Quadrate aus den 
Beobachtungen der Energie fiir mehr als zwei Wertepaare A, ^ berechnet 
werden, so ist zu beriicksichtigen, daB, wenn die verschiedenen Betrge 
der Energie mit gleicher wahrscheinlicher Genauigkeit beobachtet sind, 
die Fehler der entsprechenden Werte von z ungleiche wahrscheinliche 
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Genauigkeit haben. Denn da log J = z, so hat man log e = dz. Man 

J 

mufi also einen Fehler von z mit dem betreffenden Werte von / multi- 
plizieren, damit der Fehler des Produktes immer die gleiche Wahrschein- 
lichkeit habe. So ist daher, wenn 

A B y r 5 x r z r = e r 

die Fehlergleichungen sind, nicht die Summe der Quadrate der e n sondern 
die Summe der Quadrate von J r s r zu einem Minimum zu machen oder, 
wie es naeh GauB heiBt, der Fehler s r mul?> das Gewicht Jl erhalten. 



12. Das Verfahren der Iteration. 

Ein anderes Verfahren, nach und nach immer genauere Werte der 
Unbekannten zu fmden, lafit sich ahnlich wie bei Gleichungen mit einer 
Unbekannten anwenden, wenn die Gleichungen auf die Form gebracht 
werden : 

x = <p (xy) 

y = v ( x y)> 

und wenn dabei <p und yj nur langsam mit x und y veranderlich sind. 
Bezeichnen namlich a und b Naherungswerte fur die gesuchten Unbe- 
kannten x und y, so wird ein besseres Paar von Naherungswerten a 1 b 1 
gefunden, indem man a und b auf den rechten Seiten einsetzt. 

a I = <p (a, b) 
b = ^ (a, b). 

Mit a 1? b I kann man dann ebenso verfahren und ein drittes Werte- 
paar a 2 6 2 berechnen und damit so lange fortfahren, bis schlieBlich kein 
wesentlicher Unterschied mehr zwischen den aufeinanderfolgenden Werte- 
paaren besteht. Man iiberzougt sich in der folgenden Weise davon, in- 
wiefern die Naherungswerte immer bessere werden. Bezeichnen namlich x 
und y die Unbekannten selbst, so ergibt sich durch Subtraktion der beiden 
Gleichungen: 

x = <p (x y) 
! = (p (a b) 

die Gleichung: 

x u l ^ 

und in analoger Weise 
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Man kann nun nach dem Taylorschen Lehrsatz die rechten Seiten 
umformen und schreiben 

x a^ = 9?! (x a) + <p 2 (yb) 
ybi = ^ (x a) + % (y ft), 

WO F <P! und ^ die partiellen Ableitungen nach x, <p 2 und y a diejenigen 
nach y bedeuten. Die partiellen Ableitungen haben wir uns fur Werte 
der Veranderlichen genommen zu denken, die zwischen a und x und 
zwischen b und y liegen. Fur die absoluten Betr&ge \x a x |, \y b l \ 
usw, folgt aus diesen Gleichungen: 

\x flil^lSPil -|a? -a| + | 9>| -|y & l 



und daraus durch Addition: 



Sind nun | gPi | + | Vi 1 und 1 ^2 1 + I ^2 1 nicllt grofier als ein 
echter Bruch m, so ist 

\^ a l \ + \y b I \^m(\x~a\ + \y b\) 

und folglich wird man dem gesuchten Wertsystem re, y bei fortgesetzter 
Rechnung beliebig nahekommen. Nach ^-Schritten hat man: 

\x a n \ + \y b n \^m(\x a\+\y~ b \). 

Dieselben Betrachtungen lassen sich auch auf Gleichungen mit 
beliebig vielen Veranderlichen ausdehnen. 

x = f(x,VjZ.--w) 

y = g fa y, z . - - w) 

w = k (x, y, z . . . (v). 

Sob aid die rechten Seiten sich nur langsam mit den Grofien x, y, z . . . w 
andern, kann man aus einem System von Naherungswerten ein besseres 
dadurch ableiten, dafi man das erste in den rechten Seiten der Gleichungen 
einsetzt. 



13. Anwenduug auf lineare Oleichungen. 

Auch bei linearen Gleichungen lafit sich das Verfahren der Iteration 
bisweilen mit Vorteil verwenden. 
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Es seien z. B. die drei linearen Gleichungen zu losen: 

3 x + 0.03 y + 0.06 z = 12 
0.01 a + 5t/ 0.02 z = 10 
0.02 a; + 0.02 y 42 = 8. 

In der ersten Gleichung sind y und z mit kleinen Koeffizienten multi- 
pliziert. Schreibt man daher die Gleichung in der Form 

x = 4 0.01 y 0.02 z, 

so andert sich die rechte Seite nur langsam mib y und z. Das An^loge gilt 
von den andern beiden Gleichungen, wenn sie in der Form geschrieben 
werden: 

y= 2 + 0.002^ + 0.0042 

z = 2 + 0.005 a: + 0.005 y. 

Man gehe von den Naherungswerten # = 4, 



= 2, 2 = 2 aus. 






y 


^ 


+ 4 


+ 2 


2 


+ 4.02 


+ 2 


1.97 


+ 4.0194 


+ 2.00016 


1.9699 


usw. 







1. Naherungswert 

2. 

3. 



Man kann die Bediming auch so ausfiihren, daB man die Gleichun- 
gen aufstellt zwischen den Verbesserungen, die von einem System von 
Naherungswerten zum nSchsten fuhren. Sind x r y r z r die NSherungswerte, 
die sich nach r-Schritten ergeben, so ist 

a% + i *r = ~ 0.01 (ff f y r _!) 0.02 (*,*,_!) 
2/r = + 0.002 (av _!) + 0.004 (2, ,_!> 
i 2r = + 0-005 (x r x f _i) + 0.005 (i/ r y r -i). 



r f 


*r+l *, 


2/r + l </r 


f - . f 

"r + 1 *r 




1 

2 


+ 0.02 
0.0006 
0.00000 



+ 0.00016 
0.00000 


+ 0.03 
+ 0.00010 

+0.00000 



Fur r = 1 ergeben sich hiernach schon die ersten 5 Dezimalen richtig. 

x z XQ = 0.01940 2/2 2/0 = 0.00016 z a s a = + 0.03010 
*o = 4 2/ = 2 3 = 2 



4.01940* 



2.00016 



1.96990. 



Die Rechnung kann manchmal mit Vorteil auf noch etwas anderem 
Wege ausgeftihrt werden, der besonders fur die Gleichungen, die bei der 
Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate auftreten, vorzuziehen ist. 
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Sind 

a l x + b l y + c l z+ ^ = 
* + t>z y + c z * + rf a = 



die gegebenen Gleichungen und sind x^ y^ % Naherungswerte der Unbe- 
kannten, so setzen wir die Unbekannten x, y, z selbst gleich a^ + h, y + A', 
z 1 + I. Dann werden die neuen Unbekannten ft, A% / den Gleichungen 
geniigen: 

a x h + &i ft + c l I + rfj = 
#2 7z + J 2 A + f 2 7 + (7 2 = 



Die Koeffizienten %, 5 X etc. bleiben also dieselben, nur die Glieder 
d^ d$ sind andere geworden und zwar ist 



Man braucht also nur diese zu berechnen, um die Gleichungen, denen 
A, A', i geniigen, zu erhalten. Wenn man nun irgendein Prinzip hat, fur 
die Gleichungen in ihrer ersten Form Naherungswerte x^ y^ % der Unbe- 
kannten rr, T/, z zu finden, so kann man dasselbe Prinzip auf die Gleichungen 
in ihrer zweiten Form anwenden. Sind A x , A' x , l Naherungswerte der Un- 
bekannten A, A 1 , Z, so setzt man wieder h = A x + w, A: = A\ + P, Z = l + w 
und leitet fur it, c, tv neue Gleichungen ab, bei denen wieder nur die von 
M, 9 , <v unabhangigen Glieder neu berechnet zu werden brauchen usw. Sind 
die Naherungswerte gut, so miissen die von den Unbekannten unabhangi- 
gen Glieder fortgesetzt kleiner und kleiner werden und damit werden auch 
die jedesmaligen Verbesserungen kleiner und kleiner. Man braucht nun 
bei der Rechnung die unverandert bleibenden Koeffizienten nicht wieder 
hinzuschreiben, sondern hat nur notig, aufier der Berechnung der GroBen 
rf x d z d% usw. tiber die Naherungswerte Buch zu fiihren, deren Summen 
dann die gesuchten Werte schlieClich mit jeder gewiinschten Genauigkeit 
geben. Sind z. B. die Koeffizienten 1? J 2 , c z gegen die Koeffizienten 
*i? ^i? #2? C 23 % &3 groB, so kann man in dem ersten System die Naherungs- 
werte # 17 y lf z l so wahlen, daC 



kleine Werte erhalten. Ebenso nimmt man dann im zweiten System die 
Naherungen A 1? k^ / 1; so daC 
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klein werden usw. 

Das oben auf anderem Wege behandelte Beispiel \vurde sich auf 
folgende Weise berechnen lassen: 

3 x + 0.03 y + 0.06 z 12 = 

0.01 x + by 0.02 z 10 = 

0.02 x + 0.02 y 4 2 8 = 0. 



<*1 


d t 


d t 


x 


y 


i 


12 
+ 12 
+ 0.06 
0.12 


10 
1.04 
+ 10 
+ 0.04 


8 
+ 0.08 
+ 0.04 
+ 8 


+ 4 


+ 2 


2 


0.06 
+ 0.06 
+ 0.0018 



0.0002 
0.0006 


+ 0.12 
+ 0.0004 
0.12 


+ 0.02 





+ 0.03 


+ 0.0018 
0.0018 
+ 0.0000048 
+ 0.000006 


0.0008 
+ 0.000006 
+ 0.0008 
0.000002 


+ 0.0004 
0.000012 
+ 0.0000032 
0.0004 


0.0006 


+ 0.00016 


+ 0.0001 


+ 0.0000108 


+ 0.000004 


0.0000088 








Summe: 


! + 4.0194 |+ 2.00016 


1.9699 



Unter dem ersten horizontalen Strich stehen links die Zahlen 12, 
10, 8, rechts die ersten NaLerungswerte x l = + 4, y l = + 2, 
Zl 2. Dann folgen links in der nachsten Reihe die Werte von a x , x^ 
a 2 $!, a s #!, in der f olgenden Reihe die Werte von b^ y^ & 2 2/u &s 2/i un< * * n 
der dann folgenden die Werte von c l %, c & 5 19 _ 3 %. Unter dem zweiten 
horizontalen Strich stehen links die Summen d l = 0.06, d 2 = 0, d 3 == 
+ 0.12. Das sind zugleich die Werte, welche die linken Seiten der drei 
Gleichungen f iir x = x^ y == y^ z = %i annehmen. Rechts stehen dann 
die Werte A 17 A x , l usw. Unter dem dritten horizontalen Strich stehen 
links die Zahlen +0.0018, 0.0008, +0.0004. Das sind die Werte, 
welche die linken Seiten der Gleichungen in A, &, I fiir h = A 1? k = A x , 
2 = / z annehmen, oder welche die linken Seiten der ersten Gleichungen 
f iir x = x l + h^ y = y^ + A l5 z z^ + li annehmen. Unter dem vierten 
horizontalen Strich stehen die Werte, welche die linken Seiten der ersten 
Gleichungen fur x = x + h^ + ii 3 , y = 2/1 + AI + ^ 2 = Zi + &i + <^i 
annehmen. 
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Wenn die Werte d 1 d 2 d 3 beobachtete GroBen sind, von denen man 
annimmt, daB sie mit einem gewissen Fehler behaftet sein konnen, so 
wird man die AnnHherung nur etwa so weit treiben, bis die linken Seiten 
der Gleichungen unter den FeHer von d^ d^ d$ herabgedriickt sind. Denn 
dann wiirden bei dem Spielraum, der fur die wahren Werte von d^ d% d z 
zugelassen ist, die Werte der linken Seiten in Wahrheit schon Null sejui 
konnen. Es wiirde daher keinen Sinn haben, die Annaherung viel weiter 
zu treiben. 

Wenn die Koeffizienten b^ c x , <z 2 c & a z *s nioht klein sind gegen 
a l5 6 2 , c s , so kann man zunachst dadurch, daB man eine Gleichung mit 
einem geeigneten Faktor multipliziert, von den andern abzieht, und da- 
durch, daB man neue Veranderliche einfiihrt, die betreifenden Koeffizienten 
herabdriicken, ehe man das eben beschriebene Verfahren anwendet. 

Z. B. 3.45 x 1.22 y + 2.73 2 + 10.23 = 

1.78s + 5.16 y 1.35 2 5.33 =0 
2.31 x 2.73 y + 4.71 2 + 9.54 = 0. 

Statt x werde die Veranderliche x f = x 0.3 y + 0.8 z eingefiihrt. 
Dadurch gehen die Gleichungen iiber in: 

3.45 x' 0.185 y 0.030 z + 10.23 = 
1.78 x' + 5.694 y 2.774 z 5.33 = 
2.31 x' 2.037 y + 2.862 z + 9.54 = 0. 

Jetzt werde die erste Gleichung erst mit 0.5 multipliziert und von 
der zweiten Gleichung abgezogen und dann mit 0.7 multipliziert und von 
der dritten Gleichung abgezogen. Dadurch gehen die Gleichungen tiber in : 

3.45 a;' 0.185 y 0.0302 + 10.23 =0 
0.055 x' + 5.7865 y 2.759 z 10.445 = 

0.105 x' 1.9075 y + 2.883 z + 2.379 = 0. 

Auf diese Weise sind die Koeffizienten der Unbekannten in der ersten 
Reihe und in der ersten Kolonne herabgedriickt. In ahnlicher Weise wird 
nun auch der Koeffizient von z in der zweiten Gleichung und der Koeffizient 
von y in der dritten Gleichung vermindert. Zu der zweiten Gleichung 
addieren wir die dritte. Das gibt: 

3.45 x' 0.185 y 0.030 z + 10.23 = 

0.05 of + 3.879 y + 0.124 z 8.066 = 

0.105 x' 1.9075 y + 2.883 z + 2.379 = 0. 

Endlich fiihren wir statt z die neue Veranderliche z' = z 0.7 y ein 
und erhalten somit: 
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3.45 x 1 0.206 y 0.030 z' + 10.23 = 

0.05 x' + 3.9658 y + 0.124 z' 8.066 = 

0.105 x 1 0.1106 y + 2.883 z' + 2.379 = 0. 

Jetzt kann das oben beschriebene Verfahren mit Vorteil angewendet 
werden: 









x' 


y 1 


z' 


+ 10.23 
10.35 
0.412 
+ 0.024 


8.066 
+ 0.15 
+ 7.9316 
0.0992 


+ 2.379 
+ 0.315 
0.2212 
2.3064 


3 


+ 2 


0.8 


0.508 
+ 0.690 
0.00412 
+ 0.0015 


0.0836 
0.010 
+ 0.079316 
0.0062 


+ 0.1664 
0.0210 
0.002212 
0.14415 


+ 0.2 


+ 0.02 


0.05 


+ 0.17938 
0.1725 


0.020484 
+ 0.0025 


0.000962 
+ 0.00525 


0.05 






+ 0.00688 
0.000824 


0.017984 
+ 0.0158632 


+ 0.004288 
0.0004424 




+ 0.004 




+ 0.006056 


0.0021208 


+ 0.0038456 









Bei den letzten beiden Schritten ist nur je eine der Unbekannten 
geandert worden. Das kann mitunter zweckmaBig sein, wenn die von 
dieser Unbekannten in den andern Kolonnen herriihrenden Produkte 
erheblich sind. Beim vorletzten Schritt z. B. ist das Glied, das in der 
dritten Kolonne vom Naherungswert 0.05 herriihrt, gleich + 0.00525, 
liberwiegt also das ursprungliche Glied 0.000962. Es wiirde also keinen 
Zweok gehabt haben, aus diesem einen Naherungswert in der Kolonne z' 
abzuleiten. 









x' 


y 1 


z' 


+ 0.006056 
0.00690 
0.000103 
+ 0.00003 


0.0021208 
+ 0.00010 
+ 0.0019829 
0.000124 


+ 0.0038456 
+ 0.00021 
0.0000553 
0.002883 


0.002 


0.0005 


0.001 


0.000917 
+ 0.001035 
+ 0.000012 


0.0001619 
0.000015 
0.0000496 


+ 0.0011173 
0.0000315 
0.0011532 


+ 0.0003 




0.0004 


+ 0.000130 


0.0002265 


+ 0.0000674 








Summe: || 2.8517 | + 2.0245| 0.8514 
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Die Rechnung 1st Mer ohne alle Hilfsmittel ausgefuhrt. Solan^e die 
Anderungen der Unbekannten bei jedem Schritt nur in einer Ziffer vor- 
r^enommen werden, gewahren die rechnerischen Hilfsmittel kaum erne 
wesentliche Hilfe. Das Verfahren ist, wie man sieht, ganz ahnlich der 
gleiehzeitigen Ausfiihrung dreier Divisionen, nur dafi jeder Divisor auch 
in die anderen beiden Rechnungen hineinspielt. Die Zahlen, die beim Ab- 
brechen der Rechnung links vorhanden sind, hier: 

+ 0.00013, 0.0002265, + 0.0000674 

spiel en eine ahnliche Rolle wie der Rest bei der Division, und wie bei der 
Division kann man die Probe auf die Rechnung machen. Von den gefunde- 
nen Werten von x' y' z' muC man nun noch zu den gesuchten Worton 
von x y z aufsteigen, indem man die Gleichungen 

a;':=.r 0.3^ + 0.8 -: 

z> = z 0.7 y 

berucksichtigL 

Das Verfahren lafit sich ohne weiteres auf Gleichungen mit beliebig 
vielen Veranderlichen ausdehnen. Gerade wenn die Anzahl der Vertoder- 
lichen sehr gpoC \vird, ist das Verfahren bequem zu verwendoii. Besonders 
empfiehlt es sich fiir die Gleichungen, die bei der Anwendung d<r 
Methode der kleinsten Quadrate auftreten. Sind 

% x + l>i y H ----- h ftj / + li == *i 



die Fehlergleichungen, so \\ird die Summe der Fehlerquadrate [e e] ein 
Minimum, wenn #, y, . . ., t den Gleichungen geniigen: 



[a b] x + [bb] y + . - + [b k] 1 + [b I] - 



Die eckige Ivlarnmer bedeutet dabei, daC die Summe iiber alien Pro- 
dukte genommen werden soil, z. B.: 

[a 1] == a^ b l + a* 6 3 H ----- h i- 

Die Gleichungen, denen rr, ?/,.../ geniigen, konnen aucli in der Form 
geschrieben werden: 

[ el = 0. [6 e] ---- , [A* e] = 0. 
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Ersetzt man in der Summe der Fehlerquadrate [s e] jedesmal das- 
eine s durcli seinen Ausdruck in x, y, . . . t und beachtet die Gleichungen 
[a s] = 0, [b s] = usw., so nimmt die Summe der Fehlerquadrate die 
Gestalt an: 

|> ] = [le] = [al]x + [bl]y + + [kl]t + [II]. 

Wenn man nun statt einer der GroBen x,y,.. ., , z. B. statt x eine 
andere GroBe h = x x t einfiihrt, wo x^ irgendeinen festen Wert be- 
zeichnet, so gehen die Fehlergleichungen in die Form liber : 

ah + by + - + kt +1 = e, 

wo Z = I + a jc v Die Gleichungen, denen dann A, 2/, . . ., t geniigen miissen,, 
damit [e e] ein Minimum wird, werden: 

[a a] h + [a b] y -\ ----- h O k} t + [a 7] = 
[ba]h+ \bb]y+ + [bk]t+ [Z;7] = 

[k a] h + [k b] y -\ ----- h [kk] t + [kl] = 
und zugleich wird 

[ efi ] [Ie] = [a7] a; + [6l]y + + [W+ pi"]; 
dabei ist 

\al] = [al] + [a a] r l7 [6 Z] = [ft 1] + [b a] x^ 



und 

[77]= [ZZ] + 2[aZ]^ 

= [ZZ] + [aZ]^+ [aZ]^. 
Wenn man % so wahlt, daB [a 7] verschwindet : 

[a I] 

X *--[aay 
so wird: 



Mithin ist dann [Z 1] kl einer als [Z Z], und es wird auch dann kleiner 
als [Z Z] bleiben, wenn [#7] zwar nicht Null, aber doch sehr klein gemacht 
wird. 

Diese Wahl von x 1 ist dieselbe wie bei dem oben beschriebenen Ver - 
fahren zur Auflosung linearer Gleichungen. Man tut nun gut, zugleich mit 
den GroBen [al], [6 7], . . ., [k Z], deren Berechnung nach dem beschriebe- 
Verfahren allein in Frage kame, auch den Wert [7 /] = [Z Z] + [a 1] % 
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-4- [a I] Xl zu berechnen und dadurch bei jedem Schritt zu konstatieren, 

*uf wieviel sich die Summe pi] vermindert hat. Jeder Schritt wiirde 

nach dem Schema ausgefiihrt werden: 

[a 1], [bl], ... 



[I a] x r 



8 


z 




-J. 




v 4 


- 5 


w 


91.8 


= 


4 


H 


u 


+ 




V 







3.6 


= 


27 


z 5 


u 


+ 


7 


v -\- 


- 5 


<v 


118.9 


= 


5 


z+ 14 


u 


+ 


6 


V 







49.5 


= 


7 


+ 6 


u 


+ 


20 


V 


- 3 


tt> 


63.9 


= 


5 


z 






3 


v -f 


- 8 


HP 


75.5 


= 



[a/], [H], ... [ftZ], 

Das Verfahren vermindert die Zahlen [a Z], [6 Z], . . . [& J], U I] mehr 

und mehr und nahert [I I] mehr und^mehr dem Minimumswert von [e e]. 

Das folgende Beispiel bilden 6 Normalgleichungen, die einer Stationsaus- 

gleichung entnommen sind. 

18 x 5 y + 

5 re +21 i/ + 

8 x+ 4 ?/ + 

2/ 



91.8 a 3.6y 118.9* 49.5 B 63.9? 75.5 w + 1856.1 = [fie]. 
Die Rechnung ist auf den Seiten 79 und 80 ausgefuhrt. 
Es hat kaum einen Zweck, noch weiter zu rechnen, da dieZahl 501.15 
nur noch urn einen unerheblichen Betrag von dem Minimumswert von [e e] 
entfernt ist. Die beim letzten Schritt eingefiihrten Unbekannten^ erreichcn 
absolut genommen etwa die Grenze 0.1. Bezeichnen wir sie mit a, /?, y, 
<5, s, |, so ware nach dem Obigen 

+ 0.1 a + 0.2 ft + 0.1 y 0.8 <5 + 1.7 + 0.4 I + 501.15 [e e]. 

Mithin erreicht der Unterschied zwischen 501.15 und [e e] nicht die 
Grofie 0.33; denn das ist der aufierste Wert, den 

0.1 a + 0.2 ft + 0.1 y 0.8 <5 + 1.7 e + 0.4 

annehmen kann, wenn a, /?, y, <5, e, I absolut genommen nicht grofier als 
0.1 sein konnen. 

Bricht man die Rechnung tier ab und setzt demnach 

x = + 1-8, y - + 0.2, 2 = + 2.3, u = + 3.2, 

v = + 2.6, c* - + 7.9, 

so hat die Summe der Fehler quadrate den Wert 501.15, was dem Mini- 
mumswert sehr nahekommt. Ja man sieht, dafi kein wesentlicher Nachteil 
damit verbunden ware, die Rechnung schon weit eher abzubrechen. Nur 
die ersten Schritte setzen die Summe der Fehlerquadrate betrachtlich 
ierab. Nachher vermindert sie sich nur verhaltnismaBig wenig. 
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IV. Abschnitt. 

Ganze rationale Funktionen einer Veranderllclien. 



14. Berechnung einer ganzen rationalen Funktion. 

Die Auflosung einer Gleichung / (x) = lauft, wie im 5 gezeigt 
wurde, auf eine wiederholte Berechnung von / (x) hinaus. Dies ist bei der 
Bestimmung der Wurzel oder der Wurzeln die wesentlichste rechnerische 
Arbeit. Es sollen in diesem Paragraphen einige Kunstgriffe auseinander- 
gesetzt werden, welche die Rechnung erleichtern fur den Fall, daB es sich 
um ganze rationale Funktionen handelt, d. h. um Funktionen, die aus 
einer Summe von Gliedern bestehen, von denen jedes das Produkt einer 
positiven oder negativen Konstanten in eine ganze positive Potenz von x 
ist. Die Form ist also diese: 

Um diese Funktion fur irgendeinen Wert p zu berechnen, kann man 
zweckmaBig folgendermafien verfahren. Man berechnet nacheinander die 
GroBen 6 1? & 2 , 6 3 . . . 6 W , wo 



Dann ist, wie man sogleich sieht, b n der gesuchte Wert. Denn es ist 

&2 = b l P + a 2 = a Q P 2 + a i P + a 2 

b* = & 2 P + a 3 = a O P 3 + a i P 2 + ^2 P + 8 

b,i =- b n -l p + On = flo p rt + i P"- 1 H ----- H 

Man tut gut, nach folgendem Schema zu verfahren: 



, Praxis der Gleiehnngen. 
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Es 1st dies eigentlich niehts anders als ein Schema fiir die Division von 

# x n _j_ a[ x n~ i _|_ _j_ an durch x p, das in etwas ausfuhrlicherer 

Form geschrieben, so lauten wiirde: 



xp 



a x n + <ti x n ~ l H ----- (- an 



pa Q x n 



i 



l bx n 2 



Die GroBen a Q ^ i 2 . . . . i-i sind die Koeffizienten des Quotienten 
und bn ist der Rest. 

Wenn die Genauigkeit des Rechenschiebers ausreicht, so ist die 
Rechnung besonders bequem, weil die Multiplikationen alle mit demselben 
Faktor p auszufiihren sind, die alle bei derselben Stellung des Schiebers 
abgelesen werden konnen. 

Beispiel: 

/(a?) = 5.47 a* 3.38 a* + 2.57 tf + 10.21 tf 6.23 x + 5 .43 - 0. 
p = 0.93 

5.47 3.38 +2.57 +10.21 6.23 + 5.43 
+ 5.09 +1.59 + 3.87 +13.10 + 6.39 
1.71 +4.16 +14i08 + 6.87 +iT82 



= + 11.82 + (x 0.93) / x (x), 



wo A (x) = 5.47 & + 1.71 s 8 + 4.16 x* + 14.08 x + 6.87. 

Die Funktion / x (x) hat nur positive Koefflzienten. Sie kann also 
fiir positive Werte von x nur positive Werte haben. Daraus folgt sofort, 
dafi eine positive Wurzel der Gleichung / (x) = notwendigerweise kleiner 
als 0.93 sein mtifite. 

Es kann mitunter zweckmafiig sein, / x (x) von neuem in analoger 
Weise zu zerlegen, indem man durch x q dividiert. 

Beispiel: 

q = _ 0.93 

5.47 + 1.71 + 4.16 + 14.08 + 6.87 

5.09 +3.15 6.80 6.77 

3.38 +7.31 + 7.28 +0.10 

/j ( X ) = + 0.10 + (x + 0.93) (5.47 x 9 3.38 s 
+ 7.31 x + 7.28) 
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und daher 

/ ( X ) = + 11.82 + 0.10 (x 0.93) 
+ (x 0.93) (x + 0.93) (5.47 x* 3.38 x* + 7.31 x + 7.28). 

Auf diese Weise fortfahrend zerlegt man eine Funktion in eine Summe 
von Gliedern, von denen das erste den Wert f iir x = p darstellt. Die 
Summe der ersten beiden Glieder stellt eine lineare Funktion dar, die fur 
x = p und x = q mit / (x) ubereinstimmt, die Summe der ersten drei 
Glieder eine Funktion 2. Grades, die fiir x = p, x = q, x = r mit / (x) 
iibereinstimmt usf.: 

/ (s) = / (P) + /i (?) (a P)+Mr) (xp) (xq) 

+ M*) (a P) (a?) (s~r) +etc. 

Aus dieser Entwicklung ergeben sich fiir / (p), / (y), / (r), / (5) etc. 
die Gleichungen " 



f(r) =/(P) +/i (?) (r p) +/ 2 (r) (r p) (r^-?) 
/(*) =/(P) +/i (?) (5 P) +/ 2 W (5 p) (s ?) 

+ /s (5) (5 p) (s q) (s r) etc. 
Beispiel: 

/ (x) = 7 # 5 5.47 # 3 + 3.33 a; 2 + 1.72 x 0.15 
p = q = + 0.2 r = 0.2 s = + 0.5 t == 0.5 

7 5.47 +3.33 +1.72 0.15 = / (p) 

+ 1.4 +0.28 1.04 +0.46 

+ 1.4 5.19 +2.29 +2.18 = / x (q) 

1.4 0.00 + 1.04 

0.0 5.19 +3.33= / 2 (r) 

+ 3.5 + 1.75 

+ 3.5 3.44 = / s (s) 
3.5 

~"ao = A (0 

/ (a?) = 0.15 + 2.18 x + 3.33 x (x 0.2) 

3.44^(0; 0.2) (3 + 0.2) 
+ 7 x (x 0.2) (x + 0.2) (a 0.5) (x + 0.5). 
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15. Bereclmung einer ganzen Funktion aus einer Anzahl 

ihrer Werte. 

Wenn von einer Funktion / (x) nicht die Entwicklung nach Potenzen 
von x gegeben ist, dafiir aber eine Reihe von Werten der Funktion / (p), 
/ (2)3 / ( r ) etc. gegeben sind, so kann man die Zerlegung in die Form 

/ (P) + fi (g) (s P) + /2 (r) (xp) (xq) + etc. 
direkt finden, indem man die Werte f l (q), / 2 (r) etc. aus den Gleichungen 

f<q)=f(P)+fi(9)(9 P) 

/(*)/ (?) + /i (?) (r P) + /. (0 (r P)(r g) etc. 

bereclinet. Ist der Grad von / (x) gleich n, so muB man die Werte von 
/ (x) fur n + i Werte p, q, r etc. kennen, um die Koeffizienten aller Glieder 
zu finden. 

Die Rechnung kann in folgender Weise durchgefuhrt werden. Man 
schreibe die Werte p, y, r, . . . in eine Kolonne und ebenso die Werte 
/ (P)y f (#)? / ( r )> * mid ziehe in beiden Kolonnen den ersten Wert von 
den iibrigen ab. Wenn die Kolonnen mehr als drei Zahlen enthalten, so 
schreibt man, um die Differenzen zu bilden, die ersten Glieder am besten 
auf einen Zettel, den man an den iibrigen Zahlen entlang fiihrt. So erhalt 
man die beiden Kolonnen 

q P f(q)~f(p) 

r-p f(r)f(p) 

s p f(s)f(p) 
etc. etc. 

Jetzt dividiert man die beiden ersten Glieder durcheinander, die 
beiden zweiten Glieder durcheinander usf, Auf diese Weise ergeben sich 
die Werte f l (q), / x (r), f x (s) etc. 

Die Kolonne dieser Werte wird dann mit der Kolonne #, r, 5, ... 
oder auch q p, r p, s p, . . , wieder ebenso behandelt und ergibt 
die Kolonne / 2 (r), / 2 (s) . . . usf. 

Beispiel. Der Gang g eines Chronometers soil als ganze Funktion 
2. Grades der Temperatur t dargestellt werden. Der Gang ist fiir drei 
Tempera turen beobachtet: 



Temperate 

21.5 

30.2 

5.5 



Daraus 



Gang 



+ 2.52*" 



Difierenzen Quotient Differenzen Quotient 

8.7 1.11 +0.128 _24.7 0.090 +0.00365 
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Mithin 
g = 3.12 + 0.128 (t 21.5) + 0.00365 (/ 21.5) (t 30.2). 

d g 

Man fiihrt nun besser die Temperatur / ein, fur welche ^ ver- 

dt 

schwindet. 

dg 

- = 0.128 + 0.00365 (2 I 51.7) = 0.00365 (35.1 + 2 t 51.7) 

t = + 8.3. 

Und indem man jetzt nach Potenzen von 1 J ordnet, mufi die erste 
Potenz wegfallen: 

g = 2.49 + 0.00365 (t 8.3) 2 . 

Die Berechnung eines Wertes der Funktion / (a?), die in der Form 
/ (x) - / (P) + /i (?) (x P) + / 2 (r) (xp) (x ?) + 

gegeben ist, laCt sich in ahnlicher Weise ausfuhren, wie wenn die Ent- 
wicklung nach Potenzen von x gegeben ist. Sei z. B. / (#) vom dritten 
Grade : 

/ (x) = a s + a<>(x p) +a I (x p) (xq) 
+ a (x p) (xq) (xr), 

so kann der Wert fiir x = u so gefunden werden. Man berechnet sukzessive 

&i = o ('* r ) +i 
b 2 = i x ( u q) + a z 

b z = & 2 (u p) + ff a - 

Dann ist 6 8 = / (a). Das Verfahren ist dasselbe wie das oben S. 81 
auseinandergesetzte, nur daC dort an Stelle der Faktoren u /*, u j, 
u p drei gleiche Werte treten. Die Rechnung kann nach einem ahn- 
liclien Schema geschehen wie oben: 

a a I a. 2 - a 3 

a Q (ur) bi(uq) b<>(iip) 



u r w g u p. 

Beispiel. In dem obigen Ausdruck fur den Gang eines Chronometers 

g = 3.12 + 0.128 (I 21,5) + 0.00365 (/ 21.5) (t 30.2) 
soil der Wert von g fiir t = + 8.3 berechnet werden. 

+ 0.00365 + 0.128 + 3.12 
0.080 0.63 
+ 0.048 +2.49- g (8.3) 



86 IV. Absckoitt. Ganze rationale FunMonen einer Ver&aderlichen. 

w 3.3 u 8.3 

q = 30.2 p = 21.5 



21.9 13.2. 

Die Berechnung von / (p), f I (q), / 2 (/) etc. 1st erheblich einfacher, 
wenn von den GroBen p, #, r etc. je zwei aufeinanderfolgende die gleiche 
Differenz iaben. 1st namlich q p = ^ ^ = . = A und schreibt 
man die Entwicklung von / (a;) in der Form 

/ (x) - A, + .4, (a p) + (a p) (x q) 



so 1st 

A / (a?) = / (x + h) f (x) = h AI + h A 2 (x p) 

-4 3 
+ -^p- (x p)(x q} + etc. 

Denn x + k g = as p, x + h r = x q etc. ; daher z. B. 

(x + hp) (x + hq) (x + h r) (x p) (x q) (xr) 
= (* + hp) (xp) (xq) (xp) (x q) (x r) 
= [(x + h-p) (x r)-] (x p)(x q) 
= 3h(x-p)(x-q). 

ifithin ist 

A^ = A/(/>). 

Bildet man in derselben Weise A 2 / (x) = A / (x + h) A / (x), so 
ergibt sick 

A 2 / (a?) - AM, + AM 8 (^ p) + 4 (a? -p) (?) + - 
Daher ist 

A^ 3 =A 2 /(P) 

und in derselbea Weise fortfahrend beweist man allgemein fiir jeden Wert 
von r 

* 



1st / (x) vom re-ten Grade, so muB A / (x) vom n 1-ten Grade sein, weil 
sich, das Glied der hdcbsten Potenz von x in der Differenz / (x + h) / (x) 
forthebt. A 2 / (#) ist vom n 2-ten Grade usw. A n f (x) ist von x unab- 
hangig und alle folgenden Differenzen sind Null. 
Aus der Reihe der Werte 

/ (P), A / (p), A 2 / (p), . . A*- 1 / (p), A n f (p) 
findet man durch WoBe Addition die Reihe der Werte 
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A 2 / (#), . A**"* 1 / (#), A* 1 / (g). 
/(<?) = / (P) + A / (p) 



Denn es ist 



Auf dieselbe Weise findet man aus den Werten / (g), A / (g), . . 
die Werte / (r), A / (r), A 2 / (r) . . . usf. 
Z. B. 

/ (x) = 7 a,- 5 5.47 a; 3 + 3.33 a 2 + 1.72 a; 0.15 
p = 2, g = 1, r = 0, s = + 1, i = +2 
7 5.47 + 3.33 + 1.72 0.15 



14 + 


28 


45.06 


+ 83.46 170.36 


(P) 


14 + 

7 + 


22.53 
21 


41.73 
43.53 


+ 85.18 170.51 = / 


+ 85.26 


21 + 
+ 7 


43.53 
14 


85.26 


+170.44 = A / (p) 


1 
A 3 /(p) ^ 


A 2 /(P) 


14 + 


29.53 


2 


6 


+ 14 


Sf(P] 






~"~&*f(p) 


24 



120 ' 
Fur die Reihe / (p), A / (p), A 2 / (p), etc. erhalten wir also die Werte: 

/(p) = - 170.51 
A / (p) = + 170.44 
A a/(p) = _ 170.52 
A' /(p) = + 177.18 
)= 



und konnen nun aus diesen duroh Addition je zweier untereinander stehen- 
der Zahlen die entsprechenden Werte fur q und aus diesen die fur r usw. 
ableiten. 

s t 

+ 6.43 + 196.85 

+ 190.42 

+ 1201.02 

+ 2697.18 

+ 2520 

+ 840 





2 


r 


/: 


0.07 - 


- 0.15 


A/: 


0.08 


+ 6.58 


A"/: 


+ 6.66 


+ 183.84 


A 3 /: 


+ 177.18 


+ 1017.18 


A*/: 


+ 840 


+ 1680 


A*/: 


+ 840 


+ 840 



+ 

+1391.44 
+ 3898.20 
+3217.18 
+ 3360 
+ 840. 



t+h 

1588.29 

etc. 
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Durch die umgekehrte Rechnung kann man aus der Kolonne fiir p 
auch die Werte / (p k), A / (p h) . . . fmden und aus diesen die fur 
p2h usf. 

p-h 

1528.65 
+ 1358.14 

1187.70 
+ 1017.18 

840 
+ 840. 

Man muB dabei in der Kolonne von unten nach oben rechnen. 
Man wird guttun, zur Kontrolle einen der so abgeleiteten Werte, 
z. B. / (t + h) noch einmal direkt zu berechnen. 

7 5.47 + 3.33 + 1.72 0.15 
f 21 +63 + 172.59 + 527.76 + 1588.44 
+ 21 + 57.53 + 175.92 + 529.48 + 1588.29'= / (3). 

Dadurch sind gleichzeitig die Werte / (q) 9 f (r), / (s), / (i) kontrolliert, 
deren Fehler ja bei der ersten Art der Berechnung in den Wert von f (t + /?), 
eingeht. 



16. Die Auffindimg der Anzahl der reellen Wurzeln. 

Handelt es sich um die Wurzeln der Gleichung / (x) = 0, so sieht 
man sogleich ein ? daC, wenn k positiv ist, und die Glieder einer Kolonne 
abwechselndes Zeichen haben, wie hier z. B. fur x = p h, keine Wurzel 
der Gleichung existieren kann, die kleiner ist als p h. Denn die samt- 
lichen Differenzen x (ph), x p, xq, xr etc. sind fur 
x < P ~ h negativ. Daher haben die Produkte 

a- (p A); (x (p~h)) (x p)', (x (p h) (x p) (x ~q) etc, 

abwechselndes Zeichen und die samtlichen Glieder in der Entwickluug 

/() = / (P h) + A"" 1 A / (ph) (x (p~h)) 

-h) 
(x _ (p _ h)) (x _ q) + ... 



haben das gleiche Vorzeichen. Daher kann ihre Summe nicht verschwin- 
den. Derselbe Satz bleibt noch bestehen, wenn einzelne Glieder der Ko- 
lonne Null sind, Es kann z. B. hier keine Wurzel geben, die kleiner ist 
als 2. 

Wenn alle Glieder einer Kolonne das gleiche Zeichen haben wie 
z. B. hier fur x = s = + 1, so glbt es keine Wurzel, die groBer ist als 
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s + (n 1) /z, wo n den Grad der Gleichung bedeutet. Denn in der 
Entwicklung 



(x s) - -(xsh) - (x s (n 



sind fur x > s + (n 1) h alle Glieder von gleichem Zeichen. Wenn h 
negativ ist, so schliefien wir in analoger Weise, daC a+ (n i)h eine 
untere Grenze der Wurzeln bildet, sobaid die betreffende Kolonne lauter 
gleiche Vorzeichen aufweist, und b eine obere Grenze, wenn die entsprechende 
Kolonne lauter abwechselnde Vorzeichen enthalt. lil unserm Falle wurden 
die Wurzeln nur zwischen 2 und + 5 liegen konnen. Eine noch engere 
obere Grenze erkennen wir aus der Kontrollrechnung f iir x = 3 (S. 88). 
Hier sind die Koeffizienten a , b^ b 2 , . . ., & 5 alle positiv. Da nun 

/ (a?) = h + (x 3) (a & + b 1 .T 3 + & 2 & + & 3 + 64)1 
so sijad fur re > 3 alle Glieder positiv. Die Wurzeln unsrer Gleichung 
liegen daher zwischen 2 und + 3. 

Man kann nun mit einem kleineren absoluten Wert von h die Rech- 
nung wiederholen. 

Z. B. h = 0.2 

p = + 0.4 q = + 0.2 r = 5 == 0.2 / = 0.4 
7 5.47 +3.33 +1.72 0.15 

+ 2.8 + 1.12 1.74 + 0,636 + 0.9424 



+ 2.8 
+ 1.4 


4.35 
+ 0.84 


+ 1.59 
0.702 


+ 2.356 + 0.7924 

+ 0.1776 ' ~ " 


+ 4.2 
1.4 


3.51 
0.56 


+ 0.888 


+ 2.5336 






+ 2.8 
2.8 


4.07 



0.0 

/ (p) = + 0.7924 
A f (p) = + 2.5336 X A A / (P) = 0.50672 

A3/(P) = + 0.888 X h? A 3 / (p) = + 0.07104 
2i 

A3 / (P -J = 4.07 X A 8 A 3 / (p) = + 0.19536 



-E= XA* A 4 /(p)= 
A5/(P) - = 7 Xft 5 A 5 /(p) = - 0.26880 



90 
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J7-f 0.4 


<?~ + 0.2 


r~0 


-0.2 


* 0.4 


06 


0.8 


1.0 


; +0.7924 
/ / 0.50672 
/2 / + 0.07104 
^s f 4. 0.19536 
tf*/ 
4& f 0.26880 


+ 0.28568 
0.43568 
+ 0.26640 
+ 0.19536 
0.26880 
0.26880 


0.15 
0.16928 
+ 0.46176 
0.07344 
0.53760 
0.26880 


0.31928 
+ 0.29248 
+ 0.38832 
0.61104 
0.80640 
0.26880 


0.02680 
+ 0.68080 
0.22272 
1.41744 
107520 
0.26880 


+ 0.63400 
+ 0.45808 
1.64016 
2.49264 
1,34400 
0.26880 


+ 1.11208 
1.18208 


0.07 



ferner f iir p h = + 0.6 

+ 1.4436 

0.65120 
fc + 0.14448 

0.07344 
+ 0.26880 

0.26880. 

Daraus folgt, daB die Wurzeln zwischen 1.0 und + 0.6 liegen 
miissen, und zwar geht aus den Vorzeichen der berechneten Werte von 
/ (x) hervor, daB eine Wurzel zwischen 1.0 und 0.8, eine z^eite 
zwischen 0.6 und 0.4 und eine dritte zwischen und + 0,2 liegt. 
Indessen ist nicht sogleich zu iibersehen, daB zwischen den Grenzen 1.0 
und + 0*6 nicht noch mehr als drei Wurzeln liegen. Es konnten aber 
nur entweder drei oder fiinf Wurzeln sein. Denn in einem Interval!, an 
dessen Grenzen / (x) das gleiche Vorzeichen hat, kann nur eine grade 
Anzahl von Wurzeln liegen, und in einem Intervall, an dessen Grenzen / (x) 
entgegengesetztes Zeichen hat, kann nur eine ungrade Anzahl liegen. 
Es kann die Anzahl der Wurzeln also wohl grofler sein als die Anzahl der 
in der Reihe der berechneten Werte von / (x) vorhandenen Zeichen- 
wechsel, aber sie kann nur um eine grade Zahl groBer sein. 

Man kann nun aus den Vorzeichen der Werte von A /, A 2 / etc. 
noch weitere Schliisse iiber die Anzahl der vorhandenen Wurzeln ziehen. 
Um diese Schliisse auseinanderzusetzen, miissen wir aber etwas weiter 
ausholen, 

Es sei eine Reihe von Zahlen gegeben: 

die wir zunachst alle von Null verschieden voraussetzen. Unter der Anzahl 
der Zeichenwechsel dieser Reihe versteht man alsdann die Zahl, welche 
angibt, wievielmal es in der Reihe vorkommt, daB zwei benachbarte Werte 
entgegengesetztes Vorzeichen haben. 

Aus dieser Reihe werde eine andere abgeleitet, indem man eines der 
Glieder, z. B. A r durch den Wert 

B = A r + 77i A f __ 1 

ersetzt, wo m ein positiver Wert sein soil. Die Anzahl der Zeichenwechsel 
der neuen Reihe 
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4 A A . A _i 

wiirde, wenn A f und A r ^i das gleiche Vorzeichen besitzen, dieselbe sein 
miissen, wie die der ersten Reihe, weil B dann dasselbe Zeichen wie A r 
haben muS. Wenn aber A r und A r __i entgegengesetztes Vorzeichen be- 
sitzen, so kann der Fall eintreten, daB B ein anderes Vorzeichen als -4 r , 
Mmlich das von A^i erh&lt. In diesem Falle geht der Zeichenwechsel 
von A r __iA r in eine Zeichenfolge A r _iB liber. 

Nun kdnnen drei Moglichkeiten eintreten. Entweder A f A r+l war 
eine Zeichenfolge, dann ist B A r +i ein Zeichenwecbsel ; oder A r A r +i war 
ein Zeichen wechsel, dann ist B A r+l eine Zeichenfolge; oder endlich es. 
ist r = n. Im ersten Falle ist die Anzahl der Zeichenwechsel in der neuen 
Reihe dieselbe wie in der alten; denn fur den verlorenen Zeichenwechsel 
A r ^ l A r ist ein neuer B A r +i aufgetreten, Im zweiten Falle ist die Anzahl 
der Zeichenwechsel in der zweiten Reihe um zwei Einheiten kleiner als- 
in der ersten Reihe; denn die beiden Zeichenwechsel A r ^ A r und A f A r +i 
gehen in die Zeichenfolgen A f ^B und B A r + uber. Im dritten Falle 
ist die Anzahl der Zeichenwechsel in der neuen Reihe um eine Einheit 
kleiner als in der ersten Reihe; denn der Zeichenwechsel A_i A ist in 
die Zeichenfolge A^i B tibergegangen. Die Anzahl der Zeichenwechsel 
kann sich also keinesfalls vergrofiern, sondern hochstens vermindern, ent- 
weder um eine oder um zwei Einheiten. Um eine Einheit vermindert es 
sich dann und nur dann, wenn das letzte Glied der Reihe das Vorzeichen 
wechselt. 

Man denke sich nun die neue Reihe mit demselben oder irgendeinem 
andern Werte von m in derselben Weise wieder abgeandert, so gilt das- 
selbe. Es kann die Anzahl der Zeichenwechsel nur abnehmen, niemals zu- 
nehmen, und sooft das letzte Glied der Reihe sein Vorzeichen wechselt, 
muB ein Vorzeichen verlorengehen, im andern Falle konnen nur je zwei 
verlorengehen. Wenn man diese Rechnung eine beliebige Anzahl Male 
wiederholt hat und es ist dabei A mal vorgekommen, daB das letzte Glied 
von einer Reihe zur nachsten wechselte, so ist die Anzahl der im ganzen 
verlorenen Zeichenwechsel entweder gleich A oder um eine gerade Anzahl 
groBer. 

Wenn z. B. aus der Reihe 

a Q % a 2 . . . a n 

nach dem oben angegebenen Schema die Reihe der GroBen 

Oo ij J a . . . b n 

berechnet word, wo b l a x + p a , b 2 = 2 + P bi ? b n = a n + p & n _i 
und p eine positive Grofie bedeutet, so kann die zweite Reihe nur weniger, 
nicht mehr Zeichenwechsel enthalten, und die Zahl der verlorenen Zeichen- 
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wechsel ist grade oder ungrade, je nachdem a n und b n das gleiche Zeichen 
haben oder entgegengesetztes. 

DIese Bemerkung gilt auch fiir die Werte, die wir mit Hilfe der Regel 



aus der Kolonne 

t(P) 
A f(p) 

A'V (p) 
aufbauen. 

So haben wir z. B. in der Tabelle auf Seite 90 in der Kolonne fur 
q = + 0.2 drei Zeichenwechsel, in der folgenden (>' = 0) zwei, in der 
nachsten wieder zwei, dann wieder zwei, eins, eins und endlich keins melir. 
Die Anzahl nimmt von Kolonne zu Kolonne niemals zu, sondern bleibt 
entweder gleich oder ver minder t sich. Es braucht dabei aucli nicht aus- 
geschlossen zu sein, daD eines oder mehrere.Glieder verschwinden. Man 
muB dann nur die Zeichenwechsel so zahlen, als ob die Glieder gar nichfc 
vorhanden waren. So hat man z. B. in der Kolonne p = + 0.4 drei 
Zeichenwechsel zu zahlen. 

Vorausgesetzt nun, daft der Unterschied h zweier aufeinanderfolgeri- 
der Werte p, q, r . . . so klein ist, daC / (x) nicht mehr als einmai sein 
Zeichen wechselt, wenn x ein solches Intervall von p zu q oder von q zu r 
etc. durchluft, und wenn bei jeder Wurzel / (x) sein Zeichen wechselt, 
so mu6 in jedem Intervall, in dem eine Wurzel liegt, bei den betreflenden 
beiden Kolonnen eine ungrade Anzahl von Zeichenwechseln verloren- 
gehen, Die Anzahl der Zeichenwechsel, die von einer Kolonne (x = p) 
zu einer andern (x = p + 1 h) verlorengeht, ist daher gleich der zwischen 
p und p + A h gelegenen Wurzeln oder um eine grade Zahl grofier; d. h. 
man kann aus den beiden Kolonnen allein, auch ohne die zwischenliegenden 
Kolonnen zu kennen, einen SchluG auf eine obere Grenze der Wurzeln 
machen. Vorausgesetzt, dafi h hinreichend kiein ist, folgt z. B. aus deu 
Kolonnen fiir x = und x = 1, da6 in diesem Intervall nicht mehr als 
zwei Wurzeln Jiegen. LaBt man h sich der Null nahern, so geht A / A""" 1 
in /', A 2 / /r" 2 in /" iiber usw. Fiir positive hinreichend kleine Werto 
von h haben daher A n /, A* 1 " 1 / . . . A /, / dieselben Zeichen wie 

I*,/*- 1 *...?,/. 

Wir erhalten daher den Satz, daC die Anzahl der Zeichenwechsel in der 
Reihe f& (#), f (n ~~^ (x), . . . /' (x)^ f (x) mit wachsenden Werten von or sich 
nur vermindern kann und dafi die Anzahl der in einem Intervall verlorenen 
Zeichenwechsel der Anzahl der Wurzeln, die in dem Interval! liegen, ent 
weder gleich ist oder sie um eine grade Anzahl iiber trifft, 
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Die Werte der Reihe -J^~ .../',/ kann man fflr ^A- 

einen Wert p in derselben Weise berechnen, in der oben (S. 83) die 
Koeffizienten der Entwicklung 

/ (*) =/(/>)+/ (?) (x p) + / 2 (r) (x p) ( ? ) + etc. 

berechnet worden sind. Man braucht nur die Werte p, ?,/-... alle ein- 
ander gleich zu machen; dann geht die Entwicklung in die Entwicklung 
nach Potenzen von x p iiber und folglich wird 

/i (?) = /' (P) 



etc. 

Fur die Vorzeichen von /<*>, /"- 1 , .../'/ kommt es auf die Nenner 
1 1 
^1' ^~HT~! " " ' n * c * rt an - Man hat daher nicht notig, die gefundenen 

Zahlen / 2 (r), /, (5) ... erst mit 2!, 3! ... zu multiplizieren. 

Die Vorzeichen von /WyC*- 1 ) .../'/ fiir das Argument sind identisch 
mit den Vorzeichen der Koeffizienten, wenn / (x) nach fallenden Potenzen 
von x entwickelt ist. Daher gibt die Anzahl der Zeichenwechsel in der 
Reihe der Koeffizienten eine obere Grenze fur die positiven Wurzeln, 
hinter welcher die Anzahl der positiven Wurzeln nur um eine grade Zahl 
zuriickbleiben kann. So sieht man z. B. aus den Koeffizienten der Funk- 
tion 5. Grades -S. 87 

7 x 5 5.47 x* + 3.33 ^ + 1.72 x 0.15, 

daB sie hochstens drei und mindestens eine positive Wurzel hat. Ver- 
wandelt man # in a?, so erhalt man auf dieselbe Weise eine obere Grenze 
fur die negativen Wurzeln. Die Reihe der Koeffizienten gibt dann 2 
Zeichenwechsel. Es existieren daher entweder 2 oder gar keine negativen 
Wurzeln. Die Tabelle S. 90 lafit erkennen, daB mindestens eine Wurzel 
zwischen 0.4 und 0.6 und eine zwischen, 0.8 und 1.0 liegt. 
Da es nur zwei negative Wurzeln gibt, so liegt in jedem dieser Intervalle 
eine und nur eine Wurzel. Von der Kolonne fiir x = + 0,2 zu der fur x = 
geht ein Zeichenwechsel verloren. Wir vermuten daher, daB nicht mehr 
als eine Wurzel in dem Intervall liegt. Der Schlufi ist aber nicht sicher, 
weil moglicherweise der Wert von h (die Tabelle ist mit h = 0.2 be- 
rechnet) nicht klein genug ist. 

Wir berechnen daher f ur x = 0.2 die Reihe der Ableitungen: 
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/(5) fO 2) 

' ( ' = 70 5.47 + 3.33 + 1.72 0.15 

51 1.4 + 0.28 1.038 + 0.46 + 0.44 



1.4 5.19 + 2.292 + 2.18 + 0-29 = / (0.2) 
1.4 + 0.56 0.926 + 0.27 



2.84.63 + 1.366 + 2.45 = /' (0.2) 
1.4 + 0.840.758 



4.23.79 + 0.61 = 



/" (0-2) 



1.4 + 1.12 



5.6 2.67 = 



/"' (0.2) 
3! 



_l_ 41 
Es ergeben sich damit die folgenden Vorzeichen: 

Anzahl der 
Zeichenwechsel 

x** H f- +3 

x = + 0.2 : + + + + + 2 

Differenz: 1. 

Es 1st ein Zeichenwechsel verloren ; daher liegt in dem Interval! nicht 
mehr als eine Wurzel. Die Berechnung der Werte von //' etc. braucht 
nur mit solcher Genauigkeit ausgefiihrt zu werden, daB man das Vor- 
zeichen der GroBen erkennen kann. Im allgemeinen wird die Genauigkeit 
des Rechenscbiebers vollkommen ausreichen. 

Von der Kolonne f ur x = 0.6 zur Kolonne f iir x = 0.4 sind zwei 
Zeichenwechsel verloren. Wenn h kleia genug ist, muB dasselbe fur die 
Heihe der Ableitungen gelten. Es ergibt sich nun: 

0X4) _ 5.47 + 3.33 + 1.72 0.15 

5! ~ + 7 + 2.8 + 1.12 1.74 + 0.64 + 0.94 

+ 2.8 4.35 + 1.59 + 2.36 + 0.79 = / (0.4) 
+ 2.8 + 2.24 0.84 + 0.30 



+ 5.6 2.11 + 0.75 + 2.66 = /' (0.4) 
- 



+ 8.4 + 0.25 + 0.85 = ' 
+ 2.8 + 4.47~~~~ 2 " 

Tii.2 + 4.72 -*-*> 

ol 



~- 
+ 14.0 
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Es zeigt sich, dafi schon f iir x = + 0.4 in der Reihe der Ableitungen 
keine Zeichenwechsel vorhanden sind. Es gibt folglich keine Wurzeln 
zwischen x = + 0.4 und x = + oo. Dagegen fanden wir oben f iir x = 
+ 0.2 in der Reihe der Ableitungen zwei Zeichenwechel. Es konnten 
also zwischen x = + 0.2 und x = + 0.4 zwei Wurzeln liegen. Man 
kann sich aber sogleich iiberzeugen, daB keine Wurzeln in dem Inter - 

/(*) 
vail liegen. Denn da f^ positiv ist, so nimmt mit wachsendem x zu, 

und da die Werte fiir x = + 0.2 und x = + 0.4 positiv sind, so ist / (4) 

/<) 

in dem ganzen Intervall positiv. Folglich wSchst mit wachsendem x 

von 2.67 bis + 4.72. Daraus ergibt sich, daB /" (x) zunachst abnimmt 
und dann wieder zunimmt. Da aber die Abnahme nicht starker sein kann 
als 2.67 X 3! auf die Einheit der Zunahme von #, und also auf eine Zu- 
nahme von 0.2 nicht mehr als 2.67 x 3! X 0.2 = 3.2, so kann /" 
in dem Intervall, wenn es liberhaupt negativ wird, nicht kleiner sein als 
+ 0.61 x 2! 3.2 = 2.0 und /' kann mithin mit wachsendem x nicht 
starker abnehmen als 2.0 x 0.2 = 0.4, wenn es tiberhaupt abnimmt. 
Somit bleibt /', da es fiir x = 0.2 den Wert + 2.45 hat, in dem ganzen 
Intervall positiv, und / (x) muB infolgedessen mit wachsendem x von 
+ 0.29 bis + 0.79 wachsen und kann daher nicht verschwinden. 

Die Gleichung hat daher drei und nicht mehr als drei reelle Wurzeln. 
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Die genauere Berechnung der reellen Wurzeln geschieht ebenfalls 
zweckmafiig mit Benutzung des Schemas, nach dem die Reihe der Ab- 
leitungen gefunden wird. 

Beispiel. Es soil die Wurzel zwischen x + 0.2 und x = genauer 
berechnet werden. 

1. NSherungswert x = 0.1. 

Man berechne zunachst / (0.1) und /' (0.1). 

+ 7 5.47 + 3.33 +1.72 0.15 
+ 0.7 + 0.070.54 +0.279 +0.1999 

Qj5.40 + 2.79 +1.999 +0.0499 = / (0.1) 
0.7 + 0.140.526 + 0.2264 



1.4 5.26 + 2.264 + 2.2254 = f (0.1), 

Setzt man die Wurzel gleich 0.1 + u und vernachlassigt die Glieder 
zweiter Ordnung in 5 so ergibt sich fiir u die Gleichung 
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0.0499 + 2.2254 u = 0, 
d - L 7* = 0.022, 

also fur die Wurzel 

x = + 0.078. 

Dies 1st ein neuer Naherungswert, den man nun in derselben Weise 
behandeln kann: 

+ 7 5.47 + 3.33 + 1.72 0.15 
-f 0.55 0.04 0.42 + 0.227 + 0.1519 



-f- 0.55 5.43 + 2.91 + 1.947 + 0.0019 = / (0.078) 
+ 0-55 + 0.860.36 + 0.199 

1.104.57 + 2.55 + 2.146"=: /' (0.078). 

Das gibt die neue Verbesserung 

4 = 0.0009 

und den Wurzelwert x = + 0.0771. 

Da man sieht, dafi /' in dem Interval! vom Naherungswert bis zur 
Wurzel seinen Wert in den ersten beiden Stellen 2.1 kaum mehr andert, 

so ist die Verbesserung auch auf weniger als ihres Betrages richtig, 

und die Wurzel + 0.0771 ist auf weniger als eine halbe Einheit der letzten 
Stelle genau. 

Will man die Wurzel genauer berechnen, so kann man entweder in 
derselben Weise fortfahren, wobei dann aber mit mebr Stellen als bisher 
gerechnet werden miifite, oder man kann von vornherein die Rechnung 
in einer etwas andern Weise durchfuLren. 

Man kann namlich gleich mit dem ersten Naherungswert O'.l nicht 
nur / (0.1) und /' (0.1), sondern auch die Werte der tibrigen Ableitungen 
ausrechnen. 



1.4 5.26 + 2.264 + 2.2254 = /' (0.1) 
0.7 + 0.21-0.505 



2.15.05 + 1.759 = 



2.8-4.77 = 
07 
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Setzt man die Wurze! g T eich 0.1 + H, so ist u erne Wurzel der 
Gleichung 

7 n 5 + 3.5 it 4 4.77 u* + 1.759 u 2 + 2.2254 u + 0.0499 = 0. 
Man rechnet nun mit dieser Gleichung welter. Wenn man keine 
rechnerischen Hilfsmittel benutzt, so geht man jedesmal nur um eine 
Ziffer weiber und setzt z. B. 

u = 0.02 + h 
1 +3.5 4.77 +1.759 +2.2254 +0.0499 

0.14 0.067 + 0.0967 0.037114 0.04376572 

"+ 3.364.837 + 1.8557 + 2.188286 + 0.00613428" 

0.14 0.064 + 0.0980 0.039074 
+ 3.224.901 + 1.9537 + 2.149212" 

0.140.062 + 0.0973 
~ + 3.Q8 4.963 + 2.0510" 

0.14 0.059 
~+ 2.94 5.022 

0.14" 



+ 2.80 



Mithin 

7 A 5 + 2.80 A 4 5.022 A 3 + 2.0510 A 2 + 2.149212 A + 0.00613428 = 0. 
Die letzten beiden Glieder geben dann als nachsten Schritt 

h = _ 0.003 + k. 

Man braucht nun bei den ersten Koeffizienten nieht mehr alle Stellen 
aufzufiihren, well eine Vernachlassigung in den ersten Koeffizienten fur 
die letzten Koeffizienten nur eine viel kleinere Vernachlassigungjnach 
sich zieht. 

7 + 2.80 5.022 + 2.0510 + 2.149212 + 0.00613428 

0.02 0.008 +0.0151 0.006198 0.00642904 
"+ 2.78 5.030 + 2.0661 + 2.143014 0.00029476 

0.02 0.008 +0.0151 0.006244 
"+^76^5.038 +2.0812 + 2.136770 

__0.02 0.008 +0.0151 



+ 2.74 5.046 +2.0963 

0.02 0.008 
2.72 5.054 

0.02 



+ 2.70. 

R tinge, Praxis der Gleiohungen. 
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Aus den letzten beiden Gliedern ergibt sicli wieder die folgende Ver- 
besserung. Man kann nun aber aucb gleicb mebr Stellen der Wurzel 
finden, indem man bemerkt, daB der vorletzte Koeffizient bis etwa zur 
dritten Dezimale bin durcb die folgenden Scbritte nicbt mebr getodert 
wird. Man kann daber die Division des letzten Koeffizienten durcb den 
vorletzten gleicb weiter ausfiibren und erbalt den Zuwacbs, der an dem 
so weit gefundenen Naberungswert der Wurzel anzubringen ist bis auf 
einen Fehler von weniger als 



2.1368 



0.00029476 
21368 



0.0001379 



Die Wurzel ist also 



8108 
6410 

1698 
1496 
~202~ 
192. 

0.1 

0.02 

0.003 

+ 0.0001379 
+ 0.0771379. 

Man kann auch, anstatt 

h = 0.003 + k 

einzufiibren und die Entwicklung nacb Potenzen von k vorzunebmen, 
durcb das oben besprocbene Iterationsverfabren den Wert von h mit der 
gewiinscbten Genauigkeit ermitteln, indem man die Gleichung fur h auf 
die Form bringt: 

0.00613428 

h== ~ 2.149212 + 2.0510 h 5.022 A 2 + 2.8 A 3 + 7 A 4 ' 

Fur kleine Werte von h ist die recbte Seite nur scbwacb von h abbangig. 
Liegt z. B. h zwiscben und 0.003, so liegt der Nenner der rechten 
Seite zwiscben 2.1493 und 2.1430 und daber liegt h zwiscben 



0.00613428 0.00613428 

und 



2.1493 



2.1430 



oder zwiscben 



0.002854 und 0.002863. 
Hierait konnen wic^jiua den Nenner der recbten Seite viel genauer er- 



17. Die Berechnung der reellen Wurzeln. 99 

mitteln. Wir fmden ihn, indem wir h = 0.00286 einsetzen, bis auf etwa 
eine Einheit der 5ten Dezimale genau gleich 

2.14330 
und somit 

__ 0.00613428 

2.14330 

genau bis auf etwa 10~" 5 seines Betrages. 
Zweites Beispiel: 

/ (x) = 21 x 53 x 1 + 65 of + 312 x* 74 = 0. 

Die Reihe der Koeffizienten gibt 3 Zeichenwechsel. Daher hat die 
Gleichung entweder drei oder eine positive Wurzel. Verwandelt man x 
in x, so ergeben sich 4 Zeichenwechsel ; es gibt daher entweder 4 oder 
2 oder gar keine negativen Wurzeln. 

Die Entwicklung nach Potenzen von x 1 werde in der oben be- 
schriebenen Weise begonnen: 

21 053 0+65 + 312 074 
-f 21 + 21 + 21 + 21+ 21 + 21 32 32 + 33 + 33 + 33 + 345 + 345 
+ 21 + 21 + 21 + 21 + 21 32 32 + 33 -f 33 + 33 + 345 + 345 + 271 
+ 21 -f 42 + 63 + 84 + 105 + 126 + 94 + 62 + 95 + 128 -f 161 + 506 
+ 42 + 63 + 84 + 105 + 126 + 94 + 62 + 95 + 328 + 161 -f 506 + 851 

Da hier alle Zahlen der Horizontalreihe positiv sind, so braucht man 
nicht weiter zu rechnen, um zu erkennen, daB auBer / (1) und f (1) auch 
alle ubrigen Koeffizienten der Enbwicklung nach Potenzen von x 1 
positiv sind. Denn die weiteren Zahlen ergeben sich ja durch bloBe Ad- 
ditionen von positiven Zahlen. Es gibt daher keine positiven Wurzeln, 
die groBer als 1 sind. Man erkennt ferner sogleich, daB f (x) f iir x == 
bis 1 nur positiv sein kann. Denn in der Summe 

21 x 13 x 53 X 7 z 6 + 65 x 5 #* + 312 x 2 x 

wird fiir x = bis 1 das negative Glied 53 X 7 x 6 schon von dem Gliede 
312 X 2 x iiberwogen. / (x) nimmt deshalb in diesem Intervall mit wach- 
sendem x zu und kann mithin zwischen x = und x == 1 nur eine Wurzel 
haben. Folglich besitzt die Gleichung eine und nur eine positive Wurzel. 
Es sei die Aufgabe, diese Wurzel zu berechnen, 

Unter Vernacblassigung der G!ieder hoherer Ordnung setzen wir 
statt / (x) = die Gleichung 

312 a^ 74 = 

und erhalten daraus, indem wir uns auf 2 Dezimalen beschrtoken, als 
erste N&herung 

x =: 0.49. 

7* 
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Nun werden, um eine genauere Anndherung zu fmden, die Werte 
/ (0,49) und /' (0,49) berechnet. Dabei konnen bei den Koeffizienten der 
hoheren Potenzen die Rechnungen bei einer geringen Anzahl von Stellen 
durchgefuhrt werden, weil die Werte von / und /' nur wenig davon beein- 
fluflt werden. Es genugt bis zum Koeffizienten von x z die Genauigkeit 
des Rechcnschiebers: 



+ 21 



! 
+ 10.3 j + 




5.04 



+ 10.3 
+ 10.3 



+ 5.04 
+ 10.1 



+ 65 
12.6 



+ 20.6 

6 
+ 25.7 







+ 2.47 
+ 7.4 



+ 52.4 
24.9 



+ 27.5 



+ 25.7 
+ 13.5 



+ 39.2 



15.1 


+ 12.6 



+ 12.6 
+ 19.2 



+ 9.9 
+ 312 ; 
+ 6.18 j 
"+318.18 j" 
+ 15.6 




+ 1.21 



+ 0.59 


53 
+ 0.29 



23.8 


+ 1.21 
+ 4.85 


+ 0.59 

+ 2.97 


52.7 
+ 1.74 


25.8 
25.0 


+ 6.06 


+ 3.56 


51.0 


50.8 



+ 31.8 





+ 155.91 
+ 155.9T 
+ 163.6 



74 
+ 76.396 



+ 2.396 = / (0.49) 



333.8 j + 319.5 = /' (0.49) 



Die Verbesserung 
fur die Wurzel erhalten: 



/ (0-49) 
/' (0-49) 



ergibt sich gleich 0.0075, so dafi wir 



0.4825. 



Wird die Rechnung mit diesem Werte wiederholt, so 1st fur die 
hoheren Koeffizienten etwa bis x 7 die Genauigkeit des Rechenschiebers 
immer noch ausreichend, falls man die Berechnung der Wurzel nicht sehr 
viel weiter treiben will. 

+ 21 00 053 

+ 10.1 + 4.88 + 2.36 + 1.14 + 0.55 + 0.27 25.44 

+ 10.1 + 4.88 + 2.36 + 1.14 + 0.5552.7325.44 

-f65 +312 74 

12.27 + 25.44 + 12.27 + 5.920 + 153.396 + 74.014 
+ 52.73 + 25.44 + 12.27 + 317.920 + 153.396 + 0.014 

Wo die Genauigkeit des Rechenschiebers nicht mehr ausreicht, kann 
man fur die Multiplikationen mit der vierziffrigen Zahl 4825 Rechentafeln 
mit Vorteil anwenden*). Da der Faktor 0.4825 immer derselbe bleibt, 
so fallt das zeitraubende Blattern fort. 

Der Wert von /' andert sich nur wenig. Wenn man nur die ndchste 
Stelle der Wurzel noch haben will, so genugt es, den vorigen Wert z-u 
nehmen. Damit erhalt man die Verbesserung 



*) z. B. Rechentafeln von Ludwig Zimraermann, grofie Ausgabe. 



18. Graphisches Kechnen. 
0.00004 



101 



und damit fur die Wurzel den Wert 

0.48246. 

Wollte man die Wurzel noch genauer linden, so wiirde es notig sein, den 
Wert von / (x) genauer als bisher zu berechnen. 



18. Graphisches Reclmen. 

Die Berechnung einer ganzen Funktion nach der Methode, die auf 
S. 81 und 82 beschrieben wurde, kann auch ganz zwockmaCig auf graphi- 
schem Wege ausgefiihrt werden. 

Urn den Wert von 



fur x = p zu finden, zeichnet man zunarhst ein Dreieck, bei dem zwei 
Seiten die Langen 1 und p besitzen. Wird nun ein diesem Dreieck ahn- 
liches konstruierb, bei dem die der Seite 1 entsprechende Seite die Lange <z 
hat, so hat die der Seite p entsprechende die Lange a p. Fvigt man hierzu 
die Lange a l: so hat man damit J x = a Q p + a x . In derselben Weise fmdet 
man 5 2 ~ ^3 P + #2 usw. 

Die ahnlichen Dreiecke werden zweckmaBig rechtwinklig gewahlt 
und auf Millimeterpapier in der folgenden Weise gezeichnet. 
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Von einem Punkt ausgehend trage man die Lange 1 nach einer 
Richtung und die L&nge p senkrecht dazu ab: A Q = 1, B = p. Wir 
setzen p zunachst als positiv voraus. Jetzt werde die LSnge a Q in der 
Richtung A$ oder der entgegengesetzten, je nachdem a positiv oder 
negativ ist, von aus abgetragen: A = # . Zieht man nun AB 
parallel A , so wird B = a p, wobei B I positiv oder negativ zu 
rechnen ist, je nachdem B auf derselben Seite von liegt wie B oder 
auf der entgegengesetzten Seite. Jetzt trage man von aus die L&nge a l 
in der Richtung B Q oder der entgegengesetzten auf, je nachdem a-^ 
positiv oder negativ ist: OB = a l9 dann ist 

B BI = a p + a x = &!. 

Dabei ist ^5 X positiv oder negativ zu rechnen, je nachdem die Richtung 
nach JB 1 der Richtung nach jB gleich oder entgegengesetzt ist. 

Urn nun B B^ mit p zu multiplizieren, braucht man nur in B-^ eine 
Senkrechte auf A 1 B 1 zu errichten und so das rechtwinklige Dreieck B l B C 1 
zu konstruieren. Das Dreieck B l B C^ ist dem Dreieck A : B ahnlich 
und die Seiten B B und B C^ verhalten sich wie 1 zu p. Mithin ist 

B Ci = i, p. 

Dabei ist B C positiv oder negativ zu rechnen, je nachdem die Richtung 
von B nach C zu der Richtung von nach B Q ebenso oder entgegengesetzt 
liegt, wie die Richtung von nach B zu der von nach ^. . Um & x p + #2 
zu erhalten, tragt man wieder a 2 von B aus ab; 5 C f = a 2 un( i zwar 
in der positiven oder negativen Richtung in dem eben definierten Sinne, 
je nachdem a a positiv oder negativ ist. Dann ist C C l = b^ p + a$ = J 2 ? 
wobei \\deder C C positiv oder negativ zu rechnen ist, je nachdem die 
Richtung von C nach C die positive oder die negative ist. So kann man 
fortfahren und aus C C^ = 6 2 in der analogen Weise D D = 6 2 p + a 3 
finden usw. Dabei ist C D = a s und die positive Richtung ist die- 
jenige, welche zu der positiven Richtung auf der Geraden B C C ebenso 
liegt wie die Richtung von nach B zu der von nach A . 

In der Fig. 1 ist z. B. der Wert der ganzen Funktion dritten Grades 
1.85 of + 1.61 a 2 2.44 x + 0.79 fur x 1.08 konstruiert. DieZeichnung 
gibt 1)1)!==+ 2.40, was ein wenig zu groB ist. 

Der Vorteil dieser Anordnung der ahnlichen Dreiecke besteht darin, 
dafi, wenn man nun den Wert von p andert, die Punkte A Q , A^ B, C, D 
usw. liegen bleiben und nur j5 , B^ C^ D usw. sich todern. Es braucht 
z. B. bei einer ganzen Funktion dritten Grades nur die gebrochene Linie 
A} BI C l D neu gezogen zu werden. Die Linie A B braucht man dabei 
zunachst noch gar nicht zu ziehen, wenn man den Wert von p finden will, 
fiir den JDj D verschwindet. Hat man die Lage der gebrochenen 'Linie 
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A l B l C l D I gefunden, bei der D mit D zusammenfallt, so kann man nun- 
mehr durcli A^ eine Parallele zu A B^ ziehen und damit p selbst kon- 
struieren. 1st dabei A Q klein gegen A^ so tut man gut, die Parallele 
zu A 1 B l nicht durcli -4 , sondern durch einen Punkt A' zu legen, der 
z. B. zehnmal soweit von entfernt ist. Dann erMlt man p im zehn- 
fachen MaBstab. Wird p negativ, so fallt der Punkt B Q auf die entgegen- 
gesetzte Seite von (9; die positiven Richtungen, die in Fig. 1 durcli Pfeile 
bezeichnet sind, bleiben dagegen dieselben wie vorher. 

Bei einer Gleichung zweiten Grades mu6 C C verschwinden. Hier 
haben wir es also nur mit der gebrochenen Linie A l B l C zu tun. Damit 
C-L mib C zusammenfalle, mufi B^ auf einem Kreise liegen, dessen Durch- 
messer A C isl. Man hat also nur notig, um den Halbierungspunkt von 
A l C mit dem Radius % A^C einen Kreis zu schlagen, um die beiden Lagen 
von B 1 und damit die beiden Punkte 5 zu konstruieren, welche die beiden 
Wurzeln der Gleichung darstellen. 

Bei einer Gleichung dritten Grades soil D mit D zusammenf alien. 
Nun bewegt sich, wenn B l die Gerade B durchlauft, der Punkt D l auf 
der Geraden C D. Die Geschwindigkeiten, mit denen sich B^ und D be- 
wegen, verhalten sich wie a Q zu 3 a x* + 2 a x x + a 2 . Der Punkt X> x wird 
daher seine Bewegung nur dann umkehren, wenn 3 a x 2 + 2 a x x + a 2 
sein Zeichen wechselt. Die betreffenden Werte von x sind die Wurzeln 
der Gleichung zweiten Grades 

3 a x* + 2 <*! x + a 2 = 0, 

die man in der eben beschriebenen Weise konstruieren kann, voraus- 
gesetzt, daC sie reell sind. Mit diesen beiden Werten von x findet man 
die beiden Punkte D 2 , D 3 auf der Geraden D C, in denen die Bewegung von 
D! umkehrt. Durchlauft nun der Punkt B l die ganze unendliche Gerade 
B von oo bis + oo, so geht die Bewegung von D in der folgenden 
Weise vor sich. D kommt aus dem negativ Unendlichen*und bewegt sich 
bis I> 27 kehrt dann um bis D 37 kehrt hier abermals um und bewegt sich 
nach der andern Seite ins positiv Unendliche. Je nachdem nun D zwischen 
jD 2 und D 3 liegt oder nicht, wird dieser Punkt dreimal oder nur einmal 
passiert. Je nachdem hat also die Gleichung dritten Grades drei Wurzeln 
oder nur eine. Wenn dagegen die Gleichung zweiten Grades 3 a # 2 
+ 2 a t x + a 2 = keine reellen Wurzeln hat, so kehrt die Bewegung des 
Punktes D^ nicht um, sondern beschreibt die ganze Gerade C D in dem- 
selben Sinne. In dem Falle unserer Zeichnung (Fig. 2) z. B. liegt D eben 
aufierhalb Z) 2 jD 3 . Die Gleichung hat daher nur eine Wurzel. Um sie zu 
flnden, sucht man zwei Lagen von B auf, fur die die beiden Lagen von 
jD a dem Punkte D von entgegengesetzten Seiten nahe kommen. Danu 



104 



IV Abschnitt Ganze rationale Funktiouen einer Veranderlichen. 

























T"I 










































































































































































































4 














































x^ 




\ 








































x 


/ 










































^ 












A 


\ 






























f* 


s* 




^ 






^ 


X - 




/ 




























^ 






,, 




,, 


X 










\ 






















<& 












x 
































X 


X 










1 




















S 














v 


\ 
























i 


) 




x 


















\ 


\ 
























X 
























A 






, 














x^ 




























\ 


\ 














xi 


































V \ 










X 






































s\ 


\ 
















































v 








^ 


































/ 








\ 






\ 
































7 










s 


s 






\ 




























/ 












^ 


\ 






\ 






















r j 




T) 
















\ 


X 


X 


4 


^ 










































\ 


,* 
























































































































I 



































































































Pig. 2. 

fceilt man die kleine Strecke zwischen den beiden Lagen von B l nach dem 
AugenmaU in demselben VerMltnis, in dem D die kleine Sbrecke zwischen 
den beiden Lagern von D l teilt. Mit dem so gefundenen Punkt B^ machb 
man die Konstruktion des zugehorigen Punktes D v Fallt er nocli deutlich 
neben D, so andert man B : ein wenig, so da6 D^ eben auf die andere Seiie 
von D ruckt, nnd teilt dann wieder die Strecke zwischen den beiden Lagen 
von B nach dem AugenmaB in demselben Verhaltnis, in dem D die Strecke 
zwischen den beiden Lagen von D teilt. So findet man die gesuchte Lage 
von BI alsbald so genau, wie die Zeichnung es iiberhaupt zulaBt. 1st diese 
Genauigkeit nicht grofi genug, so wird es im allgemeinen nicht lohnen, 
die Zeichnung im groDeren MaBstab sorgfaltiger zu wiederholen, sondern 
es wird besser sein, den gefundenen rohen Naherungswert auf die oben 
beschriebene Weise rechnerisch zu verbessern. Die Fig. 2 stellt die 
Gleichung 

18.5 a* + 16.1 x* 24.4 x + 7.9 = 
dar und gibt fur die Wurzel den Naherungswert 1.75. 

Zur Verbesserung dieses Wertes findet man mit dem Rechenschieber 
nach dem oben beschriebenen Schema: 



18.5 + 16.1 24.4 +7.9 

32.4 +28.5 7.2 

16.3 + 4.1 +W 

32.4 +85.1 



0.7 
89.2 



= 0.008. 



48.7 +89.2 
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Die Wurzel 1st also 

1.758. 

Hier 1st die letzte Stelle nicht mehr sicher, well der Wert der Funk- 
lion + 0.7 urn eine halbe Einheit der ersten Dezimale und daher die Ver- 
besserung 0.008 urn mehr als eine halbe Einheit der letzten Dezimale 
fohlerhaft sein kann. Zur Probe moge mit dem Naherungswerte 1.758 
die Rechnung noch einmal gemacht werden, wobei statt des Rechen- 
schiebers eine Rechentafel angewondet wird. 

18.5 +16.1 24.4 +7.9 

32.523 + 28.871634 7.86113 

16.423 + 4.471634"+ 0.03887" 

32.523 +86.047068 
" 48.946 + 9O52 

32.523 



81.469. 
Die nacliste Verbesserung wiirde der Gleichung 

18.5 z* 3 81.469 u 2 + 90.52 u + 0.03887 -= 
zu gentigen haben. Nimmt man u = O.Q004, so wird der Koeffizient 

1 
90.52 boim Weiterrechnen nur noch um wenigur als seines Betrages 



03887 1 

geandert. Man kann daher gleich die Division -- Tzr&r etwa auf - 

90.52 2000 

ausfiihren und erMlt 

a - - 0.000429, 

demnach als Wurzel der gegebenen Gleichung 

1.758429. 

Als zweites Beispiel moge die oben auf anderem Wege behandelte 
Gleichung 

Ijf 5.47 z 3 + 3.33 x* + 1.72 x 0.15 = 
dienen (vgl. Fig. 3). 

B fallt in diesem Falle mit zusammen, weil der Koeffizient von x* 
Null ist. Die gebrochenen Linien selbst werden am besten mit Bleistiffc 
eingezeichnet, wahrend die festen Linien, auf denen ihre Ecken liegen 
miissen, mit Tinte oder Tusche ausgezogen werden. Die verschiedenen 
Lagen des ersten Eckpunktes sind in der Figur in der Reihenfolge, in der 
sie liegen, mit 1, 2, 3, . . ., 16 bezeichnet. Die entsprechenden Punkte 
auf der Geraden E F tragen dieselben Nummern. Diese liegen nun aber 
nicht in derselben Reihenfolge. Die Punkte 1, 2, 3 folgen von links nach 
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rechts aufeinander, die Punkte 3, 4, 5, 6, 7, 8 dagegen von rechts nacb 
links* und die Punkte 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 wieder von links 
nach rechts. Der Punkt 1 auf der ersten Geraden ist so weit links gewahlt, 
dafi alien Punkten, dienoch weiter links liegen, Punkte auf der zweiten Ge- 
raden entsprechen, die weiter nach links liegen als der Punkt 1 der zweiten 
Geraden. Man erkennt dies sogleich daran, daB die dem Punkl 1 ent- 
sprechende gebrochene Linie immer nur nach derselben Seite hin umbricht. 
Der letzte Punkt 16 der ersten Geraden ist so weit rechts gewahlt, dali 
alien Punkten, die noch weiter rechts liegen, Punkte der zweiten Geraden 
entsprechen, die weiter rechts liegen als der Punkt 16 der zweiten Geraden. 
Man erkennt dies wieder daran, daiB die entsprechende gebrochene Linie 
nur nach einer Seite hin umbricht. Zugleich sind die Punkte 1 und 16 
der ersten Geraden so weit auseinandergeriickt, dalT die entsprechenden 
Punkte 1 und 16 der zweiten Geraden den Punkt F zwischen sich haben. 
Nun hat man zu untersuchen, wo bei der Bewegung auf der ersten Geraden 
der entsprechende Punkt der zweiten Geraden mit F zusammenfallt. Es 
geschieht dreimal, erstens nahe bei 2, zweitens nahe bei 6 und drittens 
zwischen 9 und 10. Man erhalt so auf der ersten Geraden drei Punkte, 
deren Abszissen von aus gerechnet den drei Wurzeln der Gleichung pro- 
portional sind. Die Wurzeln selbst sind die Verhaltnisse dieser Abszissen 
zu A. Man konstruiert die Werte der Wurzeln selbst, indem man die 
Punkte mit^. verbindet und durch A& wo A Q = 10 ist, Parallelen zu den 
Verbindungslinien zieht. In diesem Falle ist es bequemer, die Abszissen 
durch A = 7 zu dividieren. Die Abszissen der Punkte 2 und 6 auf der 
ersten Geraden sind 7 und 3. Der zwischen 9 und 10 zu inter - 
polierende Punkt hat etwa die Abszisse + 0.7, Fur die Wurzeln erhalt 
man demnach: 

Xl _ 1.0 

ar a = 0.43 

J? 8 =- + 0.1. 

Die dritte Wurzel haben wir schon oben genauer berechnet zu 
+ 0.0771379. Umauch die andern Wurzeln genauer zu fmden, wtirde man 
das oben beschriebene Verfahren von Newton anwenden konnen. 
1. Nfiherung: 1.0. 

+ 7 5.47+ 3.33+ 1.72 0.15 

7+7 1.53 180 + 0.08 

7+ 1.53+ 1.80 0.080.07 

7 + 14 15.53 + 13.73 



14 + 15.53 13.73 + 13.65 

0.07 
Korrektur: + -r^- == 0.0051, 

lo.DO 




Pig. 8. 
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Hier ist es wegen des runden Wertes der Naherung vorteilhaft, die Ent- 
wicklung nach. Potenzen von x + i zu maohen und demnach fortzufahren : 

14 + 15.53 13.73 + 13.65 

7+21 36.53 

21 +36.53 50.26 

7+28 

-^28 + 64.53 



35. 

Wir haben dann, wenn x + 1 = u geschrieben wird, fur u die 
Gleichung: 

7 B* 35 z* 4 + 64.53 w 3 50.26 w 2 + 13.65 u 0.07 = 0. 

1. Naherung: u = + 0.0051. 
Mit der Rechentafel erhalt man: 
7 _ 35 + 64.53 50.26 + 13.65 0.07 
+ 0.0357 0.1783 + 0.3282 0.2546 + 0.068316 
34.9643 + 64.3517 49.9318 + 13.39540.001682 
+ 0.036 0.178 + 0.328 0.253 



34.928 +64.174 49.60 +13.14. 

Die vorletzte Reihe ist genau genug mit dem Rechenschieber zu 
erhalten, 

0.001682 

Korrektur: +- = 0.000128. 
13.14 

Mithin ist die Wurzel: a^ = 0.994772. 

Um aucli die zweite Wurzel zu linden, setzen wir: 

1. Naherung: 0.4 

und rechnen die Entwicklung nach Potenzen von x + 0.4 mit alien 
StelJen aus. 

7 5.47 + 3.33 +1.72 0.15 

2.8 + 1.12 + 1.74 2.028 +0.1232 

2.84.35+5.07 0.308 0.0268 

2.8 + 2.24 + 0.844 2.3656 



5.6 2.11 + 5.914 2.6736 

2.8 + 3.360.500 

8.4 + 1.25 + 5.414 

2.8 + 4.48 



11.2 + 5.73 

2.8 

"^- 14.0. 
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Schreibt man x + 0.4 , so geniigt also u der Gleichimg 
4 + 5.73 <* 3 + 5.411 u~ 2.6736 z& 0.0268 = 0. 

0.0268 
Korrektur: -- - = 0.010. 



Naherung: u = 0.01. 

7 _i4 +5.73 +5.414 2.6736 0.0268 

0.07 + 0.1407 0.05871 0.05355 + 0.0272715 
~L_ 14.07 + 5.8707 + 5.35529 2.72715 + 0.0004715 

0.07 + 0.1414 0.06012 0.05295 



14.14 + 6.0121 + 5.29517 2.7801. 
Korrektur: + 0.00017. 

Demnach die Wurzel: 

* 8 = 0.40983. 

Das beschriebene graphische Verfahren lafit sich nur auf Gleichungen 
anwenden, in denen eine ganze rationale Funktion gleich Null gesetzt ist. 
Wenn die Gleichung nicht auf die Form einer ganzen rational en Funktion 
gebracht werden kann, oder wenn die Gleichung sich in gebrochener Form 
erheblich einfacher schreiben laBt, so kann man die graphische Losung auf 
andere Weise bewirken. Man kann z. B. die Gleichung in die Form bringen: 

f(x) = <p (x). 

Wenn nun die beiden Funktionen / (x) und q> (x) fur sich in ihrem 
Verlauf bekannt sind oder bequem berechnet werden konnen, so kann man 
jede derselben als Ordinate einer Kurve darstellen. Dann liefern die Ab- 
szissen der Schnittpunkte der beiden Kurven die Wurzeln der Gleichung. 

Ist z. B. die Gleichung 

x = sin (x 7t) 

gegeben, so zeichne man auf quadriertem Papier die gerade Linie y == x 
und die Sinuskurve y = sin (xn). Schon eine ganz rohe Zeichnung l^Bt 
erkennen, daB die Gleichung auBer x = zwei und nur zwei Wurzeln in der 
Nahe von x = + 0.7 und x = 0.7 hat. 

Man kann nun in groBerem MaBstabe die Zeichnung wiederholen, 
wobei man die Punkte nur in der Nahe von x = 0.7 zu konstruieren braucht. 
Es ist aber im allgemeinen zweckmaCiger, die genauere Bestimmung der 
Wurzel durch Rechnung zu machen. 

Mit Hilfe von Sinustafeln findet man: 



X 


sin x st 


Diff. 


0.7 
0.72 
0.74 


0.80902 
0.77051 
0.72897 


0.10902 
0.05051 
+ 0.01103 
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Die Anderung der Differenz x sin (xn) in dem Intervall 0.7 bis 
0.72 ist bis auf etwa 5 % ihres Betrages gleich ihrer Anderung in dem 
Intervall 0.72 bis 0.74, Soweit etwa konnen wir daher die Anderung von 
x sin (fn) zwischen 0.72 und 0.74 derjenigen von x proportional setzen. 
Unter dieser Voraussetzung finden wir fur die Wurzel: 

110 

0.74 0,02 = 0,7364. 
615 

Geniigt diese Genauigkeit noch nicht, so rechnen wir mit diesem und 
einem benachbarten Werte noch einmal: 



X 


sin xn 


Diff. 


0.7364 
0.7365 


0.736639 
0.736451 


0.000239 
+ 0.000049 



woraus man erhalt 



49 



x = 0.7365 0.0001 = 0.736483. 



Die andere Wurzel ist x = 0.736483, abgesehen von dem Wert 



= 0. 



Statt der Gleichung 



/ (x) = (p (x) 



kann man auch beim graphischen Auftragen sowohl wie bei der genaueren 
Bereclinung die Form 

log / (x) = log <p (x), 

oder man kann irgendeine andere Funktion des Wertes / (x) gleich der- 
selben Funktion des Wertes (p (x) setzen. Dabei wird man sich von dem 
Gesichtspunkt leiten lassen, die Berechnung der linken und rechten Seite 
moglichst zu erleichtern. Wenn z. B. die Werte von / (x) und cp (x) doch 
mit Logarithmen berechnet werden, so tut man besser, bei den Logarithmen 
von / (x) und cp (x) stehenzubleiben und sich das Aufschlagen der Numeri 
zu ersparen. 

Wenn z. B. bei der Losung der Gleichung x sin (n x) = nur 
logarithmisch trigonometrische Tafeln zur Verfiigung stehen, so schreibt 
man die Gleichung in der Form 

iog x = log sin n x. 



X 


log re 


log sin ji x 


Differenz 


0.7364 
0.7365 


9.867114 
9.867173 


9.867269 
9.867144 


0.000155 
+ 0.000029 
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Daraus durch Interpolation 

29 

x = 0.73650.0001 - 7^7 - 0.736484. 
184 



19. Anwendung der Additionslogaritlimen. 

Besteht die Gleichung, deren Wurzel man sucht, aus einer Summe 
von positiven und negativen Gliedern, so ist es mitunter zweckmafiig, die 
positiven Glieder und negativen Glieder auf verschiedene Seiten zu bringen, 
so da8 in 

/ (x) ~ cp (x) 

f (x) und <p (x) Summea von positiven Gliedern bedeuten. Indem man 
nun auf beiden Seiten die Logarithmen nimmt: 



fiihrt man die Berechnung der beiden Seiten mit Hilfe von Tafeln der 
Additionslogaritliinen in folgender Weise aus. 

Es sei / (x) = P + P! + - + P* und es seien die Logarithmen 
von jP, P t . . . Pjt gefunden, so schreibe man 

^ == P + P x 

*2 = S l + ^2 

$3 = ^2 + -Pa 



so dafi also $ k = P + P^ + - - + J fc wird. 

P 

Mit Hilfe der Additionslogarithmen findet man aus log den Wert 

PI 

log ( + l) , d. i. log-. Wird dazu log - addiert, so ergibt sich log 1 . 
\*i / -^i PZ P* 

&i 
Aus log findet man durch die Tafel der Additionslogarithmen 

% 

3D 



i \ o 3D 

log f^+1 K d. i. log-^-. Wird dazu log * addiert, so ergibt sich 
V-^a / ** ^z 

n A 

log . Aus log -i~- findet man durch die Tafel der Additionslogarithmen 

^3 "* 

(&& \ 5 3 

+1 1 , d. i. log usf. Die Reohnung l&Bt sich in folgondes Schema 
^3 / ^3 

bringen. Es sei 
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so daft also mit Hilfe der Tafel der Additionslogarithmen der Wert von B 
aus dem von A und ebenso 3^ aus A^ 5 2 aus A 2 usw. gefunden wird, so 
hat man 

A = log P logP x 

x logP 2 



und endlich 



In ahnlicher Weise findet man log <p (x). 
Sei insbesondere 

/ (a?) = a x n + at x^ + 

<p (x) = a x" + % x ni + ---- 

und n > n^ > > n k , n>n l > * > ty. Dann ist J> a = a a x n * und 
daher : 

log P a log P^^.! ,= (/7 a n a+1 ) log x + log a a log a a+ i. 

Schreiben wir zur Abkiirzung 

c = log a log % 
d =loga 1 Ioga 2 



= log a^i log %, 
so nimmt das Schema zur Berechnung von log/ (x) die Gestalt an: 

A = (n %) log (a;) + c 

A : ^B + (n l ad log (x) + q 



4^i = S;^ 2 + (ttfc-i %) log a; + 
log / (a;) = 5^ x + n log x + log a fc . 
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Eine analoge Rechnung liefert: 

log q> (x) = B^i + n t log x + log at, 

so daB die Gleichung log / (x) log <p (x) in der Form geschrieben werden 
kann: 

Bj^i BII + fa* Si) log x + log a* log a/ = 0. 
Es sei z. B. die positive Wurzel der Gleichung 

21 x 1 * 53 x* + 65 tf + 312 z 2 74 = 
zu berechnen. Wir schreiben sie in der Form 

log (21 a; 13 + 65 a? + 312 z 2 ) = log (53 ^ + 74) 

log 21 = 1.322219 c - 9.509306 10 n /ij -= 8 
log 65 = 1.812913 cj 9,318758 10 n l w 2 = 3 
log 312 = 2.494155 

log 53 = 1.724276 Z = 9.855044 10 n n 2 7 
log 74 - 1.869232 

^g a* log a, = 0.624923 w t n t = 2. 

Die beiden Schemata zur Berechnung von log/ (#) und log ^ (a;) 
werden hier also 



A = 7 log a; 

+ 9.855044 10 



A = 8 log* + 9.509306 10 
A! = B + 3 log x + 9.318758 10 

und die Endgleichung wird 

B 1 B + 2 log x + 0.624923 = 0. 

Wir fanden oben fur x den Wert 0.48246. Es soil hier die Probe 
gemacht werden, indem wir die linke Seite fur x = 0,48245 und fur rr = 
0.48246 ausrechnen Die Rechnungen werden fur beide Werte gleiohzeitig 
gemacht; dabei fallt fur den zweiten Wert alles Blattern fort. 



]ogx 
8 log a; 


9.683452 3461 
7.467616 7688 
9.509306 9306 


7 log x: 7.784164 4227 
9.855044 5044 


A 


6.976922 6994 


A : 7.639208 9271 


B 

3 log a: 


0.000412 0412 
9.050356 0383 
9.318758 8758 


B : 0.001888 1888 


A 


8.369526 9553 




Si 


0.010052 0053 
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IB-. 0.008164 8165 

2 log*: 9.366904 6922 

0.624923 4923 



9.999991 0010 

Die Wurzel liegt danach zwischen 0.48245 und 0.48246. Die Inter- 
polation gibt 0.482455. 

Mitunter ist es vorteilhaft, auch statt der Unbekannten x eine Funk- 
tion von x einzufuhren. So kann man z. B. als Unbekannte log x be- 
trachten und erst, nachdem man mit ausreichender Genauigkeit den Wert 
von logx gefunden hat, den zugehorigen Numerus aufschlagen. Wenn 
man z. B. in dem Falle der eben behandelten Gleichung schon weiB, daB, 
wegen der Kleinheit von x, B^ und B klein sind, so hat man mit Vernach- 

lassigung von B^ B 

2 log a; + 0.624923 = 0, 
also in erster Annaherung 

log x = 9.69 10. 

Nun rechne man das Schema etwa mit log x = 9.68 und 9.69 durch. 
Man kann dabei auch so verfahren, daB man allein mit log x = 9.68 rechnet 
und immer nur hinschreibt, wieviel Einheiten der letzten Stelle hinzu- 
kommen warden, wenn statt 9.68 die Zahl 9.69 genommen wiirde. Dabei 
hat man es nur mit der Tabelle der Additionslogarithmen zu tun: 



log x : 9.68 
Slogx : 7.44 
9.509 



A : 6.949 



B : 0.000 
3 log x : 9.04 
9.319 



: 8.359 



und 



B! : 0.010 

7 log x : 7.76 
9.855 



Anderung in Einheiten 
der zweiten Dezimalc 

+ 1 

+ 8 



+ 8 



0.00 

+ 3 

+ 3 



A : 7.615 



B : 0.002 

! 5:0.008 
2 log x : 9.36 
0.625 



9.993 



+ 0.07 

+ 7 

+ 7 
0.03 

+ 0.04 
+ 2 

+ 2.04 



R u n g- e , Praxis der Gleiohung-en. 
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Um die linke Seite der Gleichung zu Null zu machen, muB sie urn 
0.7 Einheiten der zweiten Stelle vergroBert werden. Also ist log# um 

0.7 

77777 Einheiten der zweiten Stelle zu vergroBern. Das ergibt 
2.04 

logo; : 9.6834. 

Wiederholt man mit dieser neuen Zahl die Rechnung, so ist es hier 
nicht notig, die Anderungen ebenfalls noch mal zu berechnen, die durch 
eine Anderung der Zahl 9.6834 eintreten. Denn man kann annehmen, 
daB die Anderung der Knken Seite der Gleichung der Anderung von log x 
proportional bleibt, 

Man findet: 



log 8 x : 7.4672 
9.509306 



A : 6.976506 



B : 0.000411 
3 log x : 9.0502 

_9.31875_8_ 

A 1 :"a369369~ 



: 0.010048 



log 7 * : 7.7838 
9.855044 



A : 7.638844 
B : 0.001886 



B! B : 0.008162 
2 log a; : 9.3668 
0.624923 



9.999885 



0.0115 
Korrektur: -5-^7- Einheiten der zweiten Stelle = 56 Einheiten der sechsten 

Stelle. 
Mithin 

log x = 9,683456 
x = 0.482455. 

Derselbe Kunstgriff, logx als die Unbekannte zu betrachten, kann 
auch bei der graphischen Losung der Gleichung benutzt werden. Man 
macht logx zur Abszisse und log/ (x) bzw. log 9? (x) zur Ordinate. Die 
Abszisse des Sclmittpunktes der beiden Kurven liefert den gesuchten Wert 
von log x. Als Beispiel mogen die negativen Wurzeln der Gleichung 

lof 5.47 x* + 3.33^ + 1.72 x 0.15 = 

gesucht werden. Wir vertauschen zunachst x mit # und verwandeln so 
die negativen Wurzeln in die positiven Wurzeln der Gleichung 

7tf + 5.47 a* + 3.33 a? 1.72 as 0.15 = 0. 
Um zunftchst die groBeren Werte von x zu untersuchen, dividieren 



19. Anwendnng der Addition slogarithmen. 



115 



wir clurch yf und setzen = y. Dann wird 



f (y) = 3.33 y + 5.47 y* 
<p(y) = 0.152/ 5 + 1.722/* 



log 3.33 = 0.5224 
log 5.47 = 0.7380 



c = 9.7844 



log 0.15 = 9.1761 

log 1.72 = 0.2355 f ~ 

log 7 = 0.8451 ^1=9-3904 



= _ log y + 8.9406 
= + 4 logjr + 9.3904 
(y) = JF-t + 0.8451 



A = logy + 9.7844 
tog f(y)= B + 2 log y + 0.7380 



Die Tabelle der Additionslogarithmen stellt man sich am besten 
ein fur allemal graphiscli dar, indem man zur Abszisse A = log z die Ordi- 
nate B = log (z + 1) auftragt. 
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Pig. 4. 

Zeichnet man noch die Werte der Konstanten c, c usw. als Abszissen 
oder Ordinaten ein, so kann man log/ (y) und log <p (y) fur eine Reihen- 
folge von Werten von log y bequem mit dem Zirkel konstruieren. Man 
erkennt so gleich, daB die GroBen^ und B immer positiv und um so kleiner 
sind, je kleiner y wird. Fur hinreichend kleine Werte von y werden sie 
beliebig klein. Dies bedeutet geometrisch gesprochen, daU die beiden 
Kurven Abszisse: log^/, Ordinate: log/ (y) und log <p (y) bei algebraisch 
kleinen Werten von y in gerade Linien auslaufen, deren Gleichungen sind : 

log/(y) = 2 logy + 0.7380 
log <p (y) = 0.8451. 

Nach algebraisch groBeren Werten von y weichen die K-urven mehr 
und mehr nach oben von den Geraden ab (vgl. Fig. 5). 

Man zeichne nun zuerst die beiden Geraden ein und fii'ge dann fixr 
eine Anzahl von Werten von log y die Werte B und B zu den Ordinaten 
der Geraden hinzu. Konstruiert man z. B. die Kurvenpunkte fiir logy = 

8* 
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9.8 10, so sieht man, dafi sie in der Nahe der Geraden liegen. Fiir kleinere 
Werte von y miissen sich die Kurven noch n&her an die Geraden an- 



y: 

1.2 
/./ 



01 
0,6 

A.; 



01 



0.0 



im 



:LL 



TF 



0.0 



Fjg. 5. 



schmiegen, und da diese nach links immer weiter auseinander lanfen, so 
gibt es keine Wurzel links von log y = 9.8 10. Nahe bei log y = 
liegfc dagegen eine Wurzel, wahrend rechts davon bis logy = 0.2 keine 
Wurzel vorkommt. Fur grofiere Werte von logy ist logo; kleiner als 
9.8 10. Hier trSgt man log x selbst als Abszisse auf und setzt 



/ (x) = 5.47 x s + 3.33 & 

A = log x + 0.2156 
log / (x) = B + 2 log x + 0.5224 



= 4 log x + 0.6096 

1= B + log x + 1.0594 

log y> (x) = JS I + 9.1761 



und 



Zuerst konstruiert man wieder die beiden Geraden: 
1 Ordinate = 2 logo; + 0.5224 
Ordinate = 9.1761. 



19. Anwendong der Additionslogarithmen. 
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Fig. 6. 

Bei ]og x == 9.2 10 liegt die erste Kurve sckon unter der Geraden, 
deren Ordinate gleich 9.1761. Links davon liegt daher keine Wurzel 
mehr. Wir finden einen Schnittpunkt der Kurven in der Nahc yon 
log a; = 9.6 10 aufier dem eben gefundenen Werte in der Nahe von 
log x = 0. 

Um auch fiir positive Werte von A = log z den zugehorigen Wert 
von B = log (z + 1) zu konstruieren, hat man nicht notig, die Kurve, . 
deren Abszisse und Ordinate A und B sind, auch fiir positive Abszissen 
zu zeichncn, denn man kaim B auch in der Form 



B - A + log (l 



darstellen, wobei man logfl +7-) 
findet. 



A gehSrige Ordinate 
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20. Trinomische Gleichungen. 

Fur einige Klassen von Gleichungen gibt es besondere Methoden, 
um die Wurzeln darzustellen. 

Gleichungen dritten Grades 

g (%) = & + a x 2 + b x + c = 

ct 

Jassen sich, indem man x + = y als Unbekannte einf uhrt, auf die Form 

o 

bringen : 

2/ 3 + p y + q = 0. 
Dabei ist 



p = 1 



Fuhrt man nun statt y wieder eine neue Ver^nderliclie z = ?n y ein, 
so erhalt man fur z die Gleichung 

s 3 + w a p js + /w 3 y = 0. 
Diese Gleichung laBt sich bei passender Wahl von m mit der Gleichung 

in Ubereinstimmung bringen, welche cos ~ als Funktion von cos u oder 

o 

u u 

Cflf -Q" als Funktion von Cflf bestimmt, oder endlich Sin - als Funktion 

."I O 

von Sill M bestimmt. Es ist namlich 

u ?) u 1 

cos j ~ -7- cos 7- = -- cos u 
3 4 ,3 -j 

und 



3 4 

Je nachdem nun /? negativ oder positiv ist, bestimmt man m so, daft 

3 3 

nt z p =- ~ oder ?n 2 p = + ~j- wird und erhalt die Gleichung ftir z in 

der Form 

3 3 

3 3 -r- z = w 3 y oder 2 3 + -7- 5 ~ m 3 q. 

m kann dabei positiv oder negativ gewahlt werden, da bisher nur iiber 
den Wert von m 2 verfugt ist. Man w&hle das Vorzeichen von m dem 
von q entgegengesetzt, so da6 m? q positiv ist. Die Wurzefn der 
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Glcichung konnen nun in der folgenden Weise gefunden werdeu. Wenn 
p negativ 1st und 4 m 2 q fg 1, so bestimmt man einen Winkel u : so 
daf?> cos u = 4 m 3 q; dann sind die Wurzeln der Gleichung: 

Zl = cos ~, z, = cos (~ + 120) , is, = cos (~ + 240) . 

Wenn p negativ ist und 4 m 3 q > 1, so bestimmt man aus einer 
Tabelle der hyperboiischen Funktion den Wert u so, daB C0f u = 4 w 3 #. 
Dann hat die Gleichung nur die eine reelle Wurzel 



Wenn endlich p positiv ist, so bestimmt man aus einer Tabelle der hyper- 
boiischen Funktionen den Wert von u so, daB jitt u = 4 /r? 3 </ ist. Dann 
hat die Gleichung nur die eine reelle Wurzel 



Beispiel : 

^ j .74 x 2 2.52 x + 3.97 = 

a = 1.74, 4=0.58 
o 

1 1.74 2.52 + 3.97 

0.580.6728 .851824 *)_ 

lie" "3.1928 +~2jT8i76~^ 
+ 0.580.3364 
1X58 3.5292 = p 
log 0-75 = 9.875061 
logp = 0.547676 
9.327385 

log m = 9.663692,, 
log m*= 8.991076 
logy =0.325962 . 
log 4 = 0.602060 
log cos u = 9.919098 = 33 53' 51" 

-J = 11 17' 57" 

O 

^ + 120 = 131 17' 57" 

O 

-| + 240 = 251 17' 57" 
*) Die Multiplikationen sind mit einer Rechentafel ausgefiihrt. 
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log z l = 9.991501 
Iog2 2 =9.819538 n 
log z 3 == 9.506000 n 
logm = 9.663692,, 

log ft = 0.327809 n 
log ft = 0.155846 
log 2/3 = 9.842308 



ft = 2.12720 

y a = 1.43168 

= 0.69552 



% = 1.54720 
z 2 = 2.01168 
23 - 1.27552 



Probe : log % == 0.189546 

log x 2 = 0.303559 
log x & = 0.105687 



log ^ 



= 0.598792 n ^ ^ ic 3 = 3.97001 
soil: 3.97 



Wenn es sich nur um eine oberflachliche Kenntnis der Wurzeln 
handelt, so lohnt sich diese Berechnung der Wurzeln nicht. Man tut dann 
besser, die Gleichung fiir y in der Form 

2/ 8 = PV 9 

zu schreiben und die linke Seite als Ordinate einer Kurve zur Ahszisse ?/, 
die rechte Seite durch die gerade Linie 

Ordinate = p y q 

ID 




Fig. 7. 
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darzustellen. Sind die Werte der Odinaten groB im Verhaltnis zu den 
Werten von y^ so stelle man die Ordinaten in einem kleineren MaBstab 
dar als die Abszissen. So sind z. B. in der Fig. 7, welche zu der Gleichung 

2/ 8 3.529 y + 2.118 = 

gehort, die Abszissen in dem fiinffachen MaBstab der Ordinaten auf- 
getragen. 

Fiir andere Werte von p und q wurde nur die gerade Linie eine andere 
werden, wahrend die Kurve, deren Ordinate z/ 3 ist, unverandert bleibt, die 
man also beim Auflosen mehrerer Gleichungen dieser Art nur einmal zu 
zeichnen notig haben wiirde. 

Fallt die Wurzel iiber den Rand der Zeichnung hinuber, so kann man 
sich dadurch helfen, dafi man y = 10 z setzt. Dann ergibt sich fur z die 
Gleichung " 

p * g 

z 



100 1000' 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind 10 mal so klein wie die der ersten. 
Statt 10 kann man naturlich auch einen andern passenden Faktor einfuhren. 
Die Wurzeln der Gleichungen von der Form 

a x m + n + b x m + c = 

konnen mil Benutzung einer Tabelle der Additionslogarilhmen in fol- 
gender Weise gefunden werden. Wir berechnen nur die positiven Wurzeln. 
Die negafciven Wurzeln werden gefunden, indem man sie durch Ver- 
tauschung von x mit x in die positiven Wurzeln der Gleichung 
a ( x) m + n + b ( x) m + c = verwandelt. Wir denken uns die Gleichung 
durch den Koeffizienten der hochsten Potenz von x dividiert und unter- 
scheiden dann zunachst drei Falle 



+ eat* /==0 

2) a +_ ca fi*_/ a== o 

3) x +n _ e x m + j = 0? 

wo e und / positive Zahlen bedeuten. Der vierte Fall af 1 ** + 

+ / = fall! weg, weil diese Gleichung keine positiven Wurzeln haben 

kann. 

Der zweite Fall wird auf den ersten zuriickgefuhrt, wenn man die 
Gleichung durch / dividiert und den reziproken Wert von x als Un- 
bekannte einfiihrt. Wir erhalten dann 



Wir brauchen also nur den ersten und dritten Fall zu behandeln. 
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Erster Fall: *'"+"+ e.i m / = 0. 

Statt x werde die neue Unbekannte t = eingefuhrt. Dann er- 

Ve 
gibt sich fur t die Gleichung 



wo A = /' l e rHI *-" w . Je nachdem nun groBer oder kleiner 1st als 1, mul?> 

i 

A n groBer oder kleiner als 2 sein. Je nachdem schreibt man nun ent- 
weder 

i I 
p+n (1 + j-n) = p (fi > 2, / > 1) 

oder 

i i_ 

^(^+ 1) = A rT (A^<2,/ < 1). 
Im ersten Fall setzt man A = log (r~") und hat dann 

m -- A + B = - log A oder (/w + ) A + n B = log L 

71 TL 

Im zweiten Fall setzt man dagegen A = log (i w ) und hat: 
'A + J3 = - - log A oder TO A + n5 == log A. 

71 /Z 

Beide Male 1st A negativ, so daB die Tafel der Additionslogarithmen 
nur fiir negative Werte von A ausgefuhrt zu sem braucht. 
Dritter Fall : y. m * e z m + / = 0. 

Statt x wird die neue Unbekannte t = ^^ eingefuhrt. 

^ 

Dann ergibt sich fur t die Gleichung 



+ 1 =0, 

wo A wie im ersten Fall den Wert / n e^~ J "- n bedeutet. Durch Division mit 
t m laBt sich die Gleichung in die Form bringen: 

__ i 

t* + t- = A """+. 

Der kleinste Wert, den die linke Seite fiir alle positiven Werte von 
annimmt, wird erhalten, wo die Ableitung nach t verschwindet, d. h. fur 

n i n ~ l = m /~" l ~ 1 oder t n + m = ~. 

71 
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Der kleinste Wert ist daher gleich 



Je naclidem dieser Wert kleiner oder groBer ist als die rechte Seite 

(m -t- n} m+n 
der Gleichung, d. h. also je nachdem - kleiner oder groBer ist 

als A"" 1 , hat man zwei positive Wurzeln oder gar keine. In dem Grenzfall, 

m m n n 

wo rrrr^ A ist, fallen die beiden Wurzeln in dem Wert L = 

(m + n) m+ 

I \n+m zusammen. Sind zwei positive Wurzeln vorhanden, also A" 1 
groBer als - , und ist dabei zugleich A"" 1 kleiner als 2 W+W , so 

TTL fit 

ist L n + r~ m kleiner als 2. Wir unterscheiden dann, ob der Wert l = f ) m+w , 

fur den wie oben bemerkt i n + i~ m den kleinsten Wert annimmt, groBer 

oder kleiner ist als 1, d. h. ob m groBer oder kleiner ist als n. Da namlich 

i 

f ur l = 1 der Wert /'* + r gleich 2, also groBer als A w+m ist, so miissen, 

wenn der tiefste Punkt der Kurve y = f l + r~ m jenseits l = 1 liegt, beide 
Wurzeln der Gleichung groBer sein als 1 und im andern Fall kleiner. Ist 
aber A"" 1 groBer als T +m und daher i n + r m fur die Wurzeln der Glei- 
chung groBer als 2, so liegt die Kurve bei i = 1 tiefer als bei den Wurzel - 
werten, und es muB daher die eine Wurzel groBer, die andere kleiner als 1 
sein, Je nachdem nun die Wurzel groBer oder kleiner als 1 ist, setzt man 

__ i 

/'* l\ L. I fll tt\ 5 

t (i H- / ; A 
oder 



und hat dann im ersten Fall fur A =log 



n + m n + m 

und im zweiten Fall fur A = log i n+m 

m 1 

A + B = log A oder 

n + m n + m 

mA + (n + m)B = logL 
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Es wird gut sein, die verschiedenen Fdlle noch einmal zusammea- 
zustellen: 

1) x m + n + e x in f = eine positive Wurzel 



la) A" > 2, t > 1, A - log (r*) f 

(w + n) A + n B = log A. 

3_ 

1 b) A" < 2, t < 1, A = log (H, ^ A + n B = log L 

2) ^w+n e x m y = o eine positive Wurzel 

(A \ 
i) 



vt/ 



~ 

n = A w , A = /" w e' 



2 a) A m > 2, i> 1, .4 ^ogr-* 

(m + n)A + m 5 = log A. 
i_ 

2 b) A < 2, i < 1, -A = log/ 971 , 72 .4 + m 5 = log 1 

3) rc m+n eo; m + / = 

m+ _ 1_ 

or = // - , T + r* = A n ^ JW J A = / n e- wt -" n . 

(m +n) m + n 

3 a) A"" 1 < - ~ keine positiven Wurzeln. 

J m m ri l * 

3b) ^-^ 

. m /i 

zwei zusammenfallende positive Wurzeln 



, ,> 

zwei positive Wurzeln, fur beide t > i 

A = log r m ~ n , nA + (n + m)B = log A. 

( w J. n )+ 

3 d) ^ > ^~ ^ < 2 " + " ' w < " 



zwei positive Wurzeln, fur beide t < 1 

4 = log f+ m , m A + (/i + m)B ^ log A. 



20. Trinomische Gleichungen. 
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3e) 



*_1 ( m + n ) 



,m+n 



zwei positive Wurzeln, fur die eine ist t > 1, fur die andere Z < 1. Fiir 
2 > 1 gelten die Gleichungen 3 c), fur t < i die von 3 d). 

Alle Falle laufen darauf hinaus, den negativen Wert von A zu finden, 
wenn ein Ausdruck von der Form 

+ m A + n B 

einen vorgeschriebenen Wert haben soil. Dabei sind m und n positive 
Zahlen, die nicht notwendig ganze Zahlen zu sein brauchen, und B ist die 
durch die Tabelle der Additionslogarithmen gelieferte Funktion von A. 
Man flndet den Wert von A in ahnlicher Weise, wie es oben S. 41 be- 
schrieben worden ist, Dabei ist es vorteilhaft, zunSchst einen kurzen Aus- 
zug der Tabelle fiir Additionslogarithmen zu verwenden, den man sich 
ein fiir allemal aufstellen kann: 



A 


B 


A 


B 


A 


B 





0.301 


9.0 


0.041 


8.0 


0.004 


9.9 


0.254 


8.9 


0.033 


7.9 


0.003 


9.8 


0.212 


8.8 


0.037 


7.8 


0.003 


9.7 


0.176 


8.7 


0.021 


7.7 


0.002 


9.6 


0.146 


8.6 


0.017 


7.6 


0.002 


9.5 


0.119 


8.5 


0.014 


7.5 


0.001 


9.4 


0.097 


8.4 


0.011 


7.1 


0.001 


9.3 


0.079 


8.3 


0.009 


7.0 


0.000 


9.2 


0.064 


8.2 


0.007 






9.1 


0.051 


8.1 


0.005 






9.0 


0.041 


8.0 


0.004 







Als Beispiel moge die oben behandelte Gleichung dritten Grades 

2/ 3 3.5292 y + 2.118176 = 
dienen. 

Die Gleichung hat die Form 3) 

log e = 0.547676 3 log e = 1.643028 

log/ = 0.325962 2 log / ^ 0.651924 

log A" 1 = 0.991104 

Wir haben also den Fall 3 e). 

Fiir die .grdfiere Wurzel ist 

2^1 + 35 = 0.991104. 
Die fcleine Tabelle zeigt, daB A zwischen 9.8 und 9.9 liegt. 
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A 


2A + 3B 


Fehler 


9.9 
9.8 


0.962 
1.036 

29 
5J-M8 


0.029 
'+ 0.045 


74 



Wir erhalten daraus den genaueren Wert 9.861 und nun mil einer 
6stelhgen Tafel 



A 



Fehler 



9.861 


0.989201 


0.001903 


9.860 


0.989941 


0.001163 


9.858 


0.991424 


+ 0.000320 


320 

. 01 A ',39. 



jnithin A = 9.858432. 
Probe: 



A 


2A+3B 


Fehler 


9.858432 

log 
log 
log 
log 


0.991104 

/~ 3 = 9.85843 
/ = 0.32596 


0.000000 

2 
2 


y* =0.467530 
y = 0.155843 
y = 1.43167 



Fur die andere positive Wurzel ist 

A +35 = 0.991104. 
Hier gibt die kleine Tabelle: 



A 



Fehler 



9.3 0.937 0.054 

9.2 0.992 + 0.001 

Daraus folgt der verbesserte Wert 9.202, 

A I -^L + 3J5 I Fehler 



9.202 


0.990498 


0.000606 


9.201 


0.991087 


0.000017 


9.200 


0.991676 


+ 0.000572 


17 


589 ~ 
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Mithin A = 9.200971. 
Probe: 

A 



Fehler 
0. 000000 



9.200971 | 0.991104 

log P = 9.200971 
log/ = 0.325962 

log y* - 9.526933 

log y = 9.842311 y = 0.695521 

Die funf verschiedenen Falle, die man zu unterscheiden hat, bilden 
fur die praktische Berechnung eine Erleichterung, insofern man von vorn- 
lierein erfahrt, mit wie vielen Wurzeln man es zu tun hat, und ob t kleiner 
oder groBer ist als 1. Dadurch wird die erste Annaherung abgekurzt*). 

2. Beispiel. Eine Rente a sei am 1. Januar jedes Jahres zahlbar. 
HIT Werfc am 1. Januar desjenigen Jahres, in wolchom die w-io Zahlung 
geleistet wird, ist alsdann 

a* i 
a (x n ~ l + ;r"- 2 + ---- h x + 1) = a - ~_~y. 

P 
Dabei ist x =- 1 + jr-r und p bedeutet den ZinsfuB in Prozenten. 

Man will nun den ZinsfuB wissen, der zugrunde gelegt werden muB, damib 
in einer gegebenen Anzahl von Jahren der Wert der Rente auf ein gegebenes 
Vielfaches von a ansteigt. Soil bei der n ten Zahlung der Wert der Rente 
auf ' a angewachsen sein, so muB x eine Wurzel der Gleiohung 

OP 1 



sein. Es kann sich dabei der Natur der Sache nach nur urn einen solchen 
Wert von x handeln, der groBer als 1 ist, und w ist groBer als n voraus- 
gesetzt, da j a n a der Wert der Rente w a ohne Riicksicht auf die Zinsen 
sein wiirde. Die Gleichung kann in der Form geschrieben werden: 

x n w x + w 1=0. 

Die cine positive Wurzel dieser Gleichung ist x = 1, die andere ist 
die gesuchte. Wir setzen nach 3) 



x = YW i - 1, A == ( 




*) S. Gundelfinger ordnet die Rechnung in seinen Tafeln zur Berechnung der 
reellen. Wurzeln samtlicher trinomischer Gleichungen etwas anders an. Ich bin der 
Darstellung von 0* F. GauJB gefolgt. 
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1 
Die eine Wurzel t ist gleich , also kleiner als 1, die andere 

J/w~i 

ist, je nachdem A" 1 < 2 n oder A"" 1 > 2", kleiner oder grofier als 1. 

Es soil z. B. eine Rente, nachdem sie zum 100. Male gezahlt ist> 
auf den 200 fachen Wert ihres Betrages angewachsen sein. Welcher Zins- 
fu6 ist zugrunde zu legen? 

log (w i) = 2.298853 log (w If" 1 = 227.5864 
log w = 2.301030 log w n = 230.1030 

log A- 1 = 2.5166 

A"" 1 ist kleiner als 2 100 . Wir haben folglich nach Formel 3 d) 



x = w l-t, A =log* 100 
A + 100 B = 2.5166. 

Die kleine Tabelle giebt in erster Annaherung 
A = 8.2, A + 100 B = 2.5. 

Eine genauere Rechnung gibt 

A I A+WQB I Fehler 



8.20 


2.4829 


0.0337 


8.23 


2.5013 


0.0153 


8.25 


2.5155 


0.0011 


8.26 


2.5232 


+ 0.0066 



77 



mithin verbessert A = 8.2514. 
Probe: 



A + 1WB 



Fehler 



8.2514 I 2.5166 | 0.0000 

log t 100 = 8.2514 
log w 1 = 2.2989 
log x = 0.5503 
log # = 0.005503 
x = 1.01275 

Dieselbe Rechnung l&Bt sich auch ebenso einfach nach der fruher 
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erlauterten Weise durchfiihren, indem man es mit einzelnen Werten von x 
versucht und diese alsdann verbessert. 



X 


100 log x 


1M l 


as 100 - 1 200(0! 1) 


1.04 


1.703 


49.5 


41.5 


1.03 


1.284 


18.2 


12.2 


1.02 


0.860 


6.24 


2.24 


1.01 


0.432 


1.70 


0.30 



Die Logarithmen von x sind dabei fiinfstellig aufgeschlagen, wahrend 
die Numeri von x 100 aus einer vierstelligen Tafel entnommen werden. 
Dabei fallt alles Blattern fort. Die Rechnung zeigt, daB der gesuchte 
Wert zwischen 1.02 und 1.01 liegt. Auf den Unterschied 0.01 der 
beiden Werte von x kommt der Unterschied 2.54 der beiden Werte von 
z 100 1 200 (re 1). Unter der Annahme, daB die Anderungen 
proportional sind, wiirde das den verbesserten Wert 

30 



oU 

1.01 + 7 - 0.01 = i.Oll 
2&-i * 



254 

geben. Wir schlagen jetzt die Logarithmen von x siebenstellig auf, wahrend 
die Numeri von re 100 einer fiinfstelligen Tabelle entnommen werden. 

x I 100 log x I a' 00 1 la 100 1 200(aj 1)1 Differenz 



1.011 


0.47512 


1.9862 


0.2138 




1.012 


0.51805 


2.2965 


0.1035 


0.1103 


1.013 


0.56094 


2.6387 


+ 0.0387 


0.1422 



Die Interpolation zwischen 1.012 und 1.013 gibt 

1035 

1.012 + 0.001 == 1.01273. 
1422 

Die Rochnung fur x = 1.011, 1.012, 1.013 zeigt, daB die Anderungen 
von x immer noch nicht denen von # 100 1 200 (x 1) proportional 
sind. Man wird daher guttun, die Rechnung noch einmal mit 1.01273, 
1.01274 und 1.01275 zu wiederholen. Bei solchen Recbmingen ist es in der 
Regel zweckmafiig, jeden einzelnen Schritt der Rechnung gleich mit alien 
drei Zahlen zu machen und nicht etwa fur jede der drei Zahlen die ganze 
Rechnung gesondert durchzufxihren. Der Vorteil besteht darin, daB einmal 
beim Auf schlagen von Tabellen dieselbe Gegend der Tabelle fur die drei 
Zahlen benutzt wird, und zweitens darin, daB beim Ubergang von einem 
Schritt der Rechnung zum nachsten Schritt etwas Zeit verlorengeht, die 
man zum Teil erspart, wenn jeder Schritt fur die drei Zahlen zugleich aus- 
gefiihrt wird. 

Eunge, Praxis der Gleiohnngen, 9 
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X 


100 log x 


ffi lou 1 


tfioo _ !_ 200(3! 1) 


Differenz 


1.01273 
1.01274 
1.01275 


0.54936 
0.54978 
0.55021 


2.5429 
2.5463 
2.5498 


f 0.0031 
+ 0.0017 
0.0002 


14 
19 



Die nchste Annaherung wurde 1.012749 sein, indessen 1st die sechste 
Stelle nicht mehr sicher. 

Wenn man Tabellen fiir a: 100 zur Veffugung hat, so wird die Rech- 
nung schneller ausgefiihrt werden. Selbst wenn die Tabelle den ZinsfuB 
nicht dichter als von Prozent zu Prozent fortschreiten Hefie. so wurden 
die ersten Versuche erheblich abgekurzt werden. 

Es soil em Kapital C durch j&hrliche Zahlungen von p % verzinst 
und in n 1 Jahren amortisiert sein. Welcher ZinsfuB ist dabei zu- 
grunde gelegt? Ist q die Zahl der Prozente des ZinsfuBes und wird x = 1 

4- gesetzt, so ist der heutige Wert der ersten nach einem Jahr zu 
100 

leistenden Zahlung T-rf- - C -r""* 1 . Ebenso ist der heutige Wert der 



zweiten nach zwei Jahren zu leistenden Zahlung 7 C x 
Demnach ergibt sich ftir x die Gleichung 



u. s. w. 



oder 



1 



100 

P 



oder, wenn x~~ l = y gesetzt wird, 

1QO\ 100 _ 
^ P r P 

Die Gleichung ist von derselben Form, wie die auf S. 127 betrachtete, 

100 
wenn w = 1 H gesetzt wird. Nur war dort dem Sinne der Aufgabe 

nach w > w, weil der Wert der /& fachen Zahlung der Summe a durch 
die Zinsen auf mehr als n a anw&chst Hier dagegen mu8 w kleiner als n 

p 
sein. Die n i fache Zahlung der Summe -~r C mufi groBer sein als C. 

1UU 

Derm das ware der Betrag, wenn keine Zinsen berechnet wurden. Es muB 
P ^ 1 .... 1 1 



daher 



n l f 



mithin 



oder w < n sein. 
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Audi in diesem Falle ist die eine Wurzel gleich 1. Wahrend aber 
im ersten Falle der gesuchte Wert x groBer a's 1 ist, muB hier der gesuchte 
Wert y kleiner als 1 sein. 

Es sei z. B. p = 5, n 100, so daB also das Kapital durch Zahlungeii 
von ,"> / vorzinst und in 99 Jahren amortisiert wird. 

?/ 100 21 y + 20 = 

log (w 1) = 1.301030 log (w 1)" = 128.8020 
log w = 1.322219 log (r 100 - 132.2219 

log;- 1 = "374199" 
)C~ l ist kleiner als 2 100 , Wir haben folglich nach Formel 3 d) 



A + 100 = 3.4199 

Beide Wurzeln t sind kleiner als 1; es ist die kleinere der bciden 
Wurzeln zu berechnen. Die kleine Tabelle S. 125 gibt fiir den kleineren 
Wort von A: 



A 


4 + 100 B 


Fehler 


6.6 


3.4 


0.0 



Mit einer genaueren Tafel findet man 






.4 + 100,8 


Fehler 


6.5 
6.6 
6.7 


3.5137 
3.4173 
3.3218 


+ 0.0938 
0.0026 
0.0981 


^0.1=0.0027 


A 


A + 1005 Fehler 


6.5973 


3.4199 0.0000 



log Z 100 ==6.5973' 10 
log 20 = 1.3010 

7.8983 " 10 
logy =9.978983 10 
log x = 0.021017 x = 1.04958 

Hier konnte man mit Vorteil auch die oben S. 48 erlauterte Methode 
anwenden. Denn wenn man die Gleichung 

i^-n+l^ jQQ 

x 1 p 

in die Form bringt: 
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so Sndert sich bei so grofien Werten von n die recite Seite viel langsamer 
als die linke und man kann daher aus einem Naherungswert einen neuen 
besseren finden, indem man ihn in die rechte Seite einsetzt. Man nimml 

p 
als erste Annaherung x = 1 + 7^ und hat z. B. in unserm Fall 



1.05 0.05 a;-" 
0.05 or" 



1.05 

1.049601 

1.049586 



0.000399 
0.000414 
0.000415 



Mithin x = 1.049585. 

Dieselbe Methode wiirde auch auf die Gleichung S. 127 

x n w x + w 1 = 
anwendbar sein, indejn man schriebe 



x = ]fw x w + 1. 

Fur sehr groBe Werte von n andert sich die rechte Seite langsamer 
als die linke und man kann dann durch Einsetzen eines Naherungswertes 
einen neuen besseren finden. 

Der Differentialquotient der rechten Seite gibt dabei an, auf welchen 
Bruchteil sich der Fehler eines Naherungswertes durch die Rechnung 
reduziert. Der Differential quotient ist 



oder, wenn man fiir x die Wurzel selbst einsetzt, 

1 w x 

n w x w + 1 

oder, da x nahezu gleich 1 ist, gen^hert: 

w 



n (x 1) w + n 

Sobald also n(x~i), d. i. der rafache Zinsbruchteil, betrachtlich 
groBer als 1 ist, so wird die Naherung betrachtlich sein. Wenn z. B. der 
Zinsfufi nahezu 5% betragt, so mufi n betrachtlich groBer als 20 sein ? 
damit das Verfahren brauchbar sei. 



oder 
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l = 200 (x l) 
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x = ]/i + 200 (x i) 
wurde z. B. die Rechnung so verlaufen: 

log * = log (1 + 200 (* - 1)). 



Es werde die rechte Seite zunachst mit vierstelligen Logarithmen 
gerechnet, welhrend der Numerus x in einer fiinfstelligen Tabelle auf- 
geschlagen wird, solange die AnnSherung noch so grob ist, dafi eine feinere 
Rechnung sich doch nicht lohnen wiirde. Als erste Annaherung werde 
1.03 gewahlt. 

_L log (1 + 200 (3-1)) 



1.03 


0.00845 


1.020 


0.00690 


1.016 


0.00623 


1.014 


0.00580 


1.0134 


0.00566 


1.0131 


0.00559 


1.0130 


0.00556 


1.0129 


0.00554 


1.0128 





Jetzt wiirde man guttun, den Numerus x in einer seohsstelligen 
Tafel aufzuschlagen, wahrend fur die zweite Kolonne noch. immer die 
vierstellige ausreicht, um den Logarithmus auf sechs Stellen genau zu 
ermitteln. 



1.0128 


0.005514 


1.01278 


0.005509 


1.01277 


0.005507 


1.01276 


-0.005504 


1.01275 


0.005502 


1.01275 





Wollte man die Wurzel noch genauer finden, so wiirde man Tafeln 
mit mehr Stellen anzuwenden haben. Zur Probe, daB die Wurzel grofier 
ist als 1.01274, kann man damit noch einmal die Rechnung machen und sich 
iiberzeugen, da6 man sich dann der Wurzel von der anderen Seite nahert. 
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- log 



0.0054998 
J. 012744 

Obgleich in diesem Falle die Konvergenz keineswegs rasch ist, so 
sind doch die Rechnungen mit den geeigneten Tafein so leiclit auszu- 
fuhren, dafi man sich der Wurzel schnell n&hert. Wenn eine grofiere Ge- 
nauigkeit der Wurzel verlangt wird, so wiirde es besser sein, zu dem oben 
S. 41 erltaterten Interpolationsverfahren uberzugehen, sobald man der 
Wurzel nahe genug ist, urn die Anderungen der Veranderlichen den Ancle- 
rungen der Funktion proportional zu setzen: 



<//' 


* -jJo log (1 + 200 (*-!)) 


Difi. 


1.0128 
1.0127 


+ 0.000021 
0.000021 
x = 1.012750. 


'.2 



Wenn bei trinomischen Gleichungen fur die zu bestimmonden 
Wurzel n keine grofie Genauigkeit verJangt wird und wemi erne grofiere 
Anzahl von Gleichungen vorliegt welche verschiedene KoefJSzienien 
besitzen, fur welche aber die Exponenten m + n und n dieselben Werte 
haben, so kann man eine Zeichnung machen, die fiir boliebige Werte der 
Koeffizienten die Wurzel n abzulesen erlaubt. Man denke sich zu dem 
Ende in der Gleichung 

sc+* e OL / = 

fur einen beliebigen Wert von x die Koeffizienten e ? / a ^ s recht- 
winklige Koordinaten aufgefafit, so wird die Gleichung durch eine gerade 
Lime wiedergegeben. Man entwerfe nun eine Zeichnung der geraden 
Linien fur eine Reihe von Werten von x etwa 

x gleich 0, + 0.1, + 0.2, . . ., 

indem man x so viel aquidistante Werte durchlaufen lafit, bis die be- 
treffende Grade iiber den Umfang der Zeichnung hinausfftllt. Die Zeicb- 
nung moge einen solchen Umfang haben, dafi beide Koordinaten zwischen 
1 und -f 1 laufen. Alsdann wird man fur jedes Wertepaar ^ e, /, 
das in diesen Grenzen liegt, die positiven Wurzeln der Gleichung aus der 
Zeichnung entnehmen konnen. Um auch die negativen Wurzeln zu finden, 
verwandelt man in der Gleichung a? in #, wodurch sie in eine andere 
iibergeht, deren positive Wurzeln den negativen der ersten Gleichung 
gerade entgegengesetzt sind. 
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Fur solche Werte der Koeffizienten, die iiber die Grenzen der 
Zeichnung hinaus Jiegen, denke man sich in der Gleiohung x = 10 z 
gesetzt. Fur z ergibt sich dann die Gleichung 



Die Koeffizienten der Gleichung fiir z sind wesentlich klemer.als 
diejenigen der ersten Gleichung. Statt des Faktors 10 kann man naturlich 
auch einen groBeren oder weniger groBen wahlen und dadurch die Koef- 
fizienten noch mehr oder weniger herunterdrucken. In der beifolgenden 
Figur 8 ist fur die Gleichungen dritten Grades 

& exi*=Q 
die Zeichnung ausgefiihrt. 

e ist als Abszisse, / als Ordinate aufgetragen. An jede gerade 
Linie ist der betreffende Wert von x angeschrieben. Sollen z. B. die posi- 
tiven Wurzeln der oben S. 125 behandelten Gleichung 

y * _ 3.5292 y + 2.1 18176 = 

in erster Annaherung gefunden werden, so setze man y = 2 x, wodurch 
sich fiir x die Gleichung ergibt: 

a 8 0.8823 + 0.265 = 0. 



+Q 




-0.8 



-10 -O.ff-OM - 



-0.3 + 0.%+0.<f~+0.ff +0.# 1.0 

Fag. 8. 
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Den Koordinaten 

0.882, +0.265 

entspricht in der Figur der Punkt P. Der Punkt liegt sehr nahe der Ge- 
raden, fur welche x = 0.7 1st, zwischen dieser und der Geraden x = 0.8. 
Man interpoliert etwa x = 0.71. Andererseits liegt P zwischen den Geraden 
x = 0.3 und x = 0.4 ungefahr in der Mitte. Man interpoliert x = 0.35. 
Die beiden Werte x = 0.71 und x = 0.35 entsprechen dun beiden Werten 
y = 1.42 und y = 0.70, die in der Tat mit den oben gefundenen Werten 
der Wurzeln y = 1.43167 und y = 0.695521 nahe ubereinstimmen. 



21. Das Graeffesche Verfahren zur Berechnung der Wurzeln. 

Wenn alle Wurzeln einer algebraischen Gleichung sowohl die reellen 
wie die komplexen berechnet werden sollen, so ist ein von Graeffe ange- 
gebenes Verfahren zweckmaBig, das sich von den bisher auseinander- 
gesetzten wesentlich unterscheidet. Es setzt nicht die vorhergehende 
Untersuchung der Gleichung voraus, durch welche zun^chst grobe Nhe- 
rungswerte der Wurzeln gefunden werden, die dann auf an derm Wege 
verfeinert werden. Vielmehr ist es eine einheitliche Methode, die von der 
gegebenen Gleichung ausgehend ohne Kenntnis von Naherungswerten 
der Wurzeln mit beliebiger Genauigkeit zu den Werten aller Wurzeln 
fiihrt. Der leitende Gedanke ist der, daB man durch einfache Rechnung 
aus den Koeffizienten einer Gleichung die Koeffizienten einer anderen 
Gleichung finden kann, deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln der 
ersten Gleichung sind. Aus dieser Gleichung findet man in derselben Weise 
eine neue, deren Wurzeln die vierten Potenzen der urspriinglichen' Wurzeln 
sind. So fortfahrend findet man nacheinander die Gleichungen, deren 
Wurzeln die 2ten, 4ten, 8ten, 16ten u. s. w. Potenzen der ursprunglichen 
Gleichung sind. Nach 10 Operationen z. B. wiirde man eine Gleichung 
finden, deren Wurzeln die 1024ten Potenzen der ursprunglichen Wurzeln 
sind. Wenn nun die ursprunglichen Wurzeln alle dem absoluten Betrage 
nach voneinander verschieden sind, so werden die Wurzeln der abge- 
leiteten Gleichungen immer st&rker auseinandergezogen in dem Sinne, 
daB die dem absoluten Betrage nach kleinste ein immer kleinerer Bruch- 
teil der n&chstldeinsten wird und diese ein immer kleinerer Bruchteil 
der folgenden u, s. f. Wenn aber die Wurzeln einer Gleichung in dieser 
Weise auseinandergezogen sind, so lassen sie sich sehr einfach aus den 
Koeffizienten der Gleichung bestimmen. Ist namlich die Gleichung 



a, ^ + a* x-* + - - - + a n = 0, 
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so wird die groBte Wurzel bis auf einen relativ kleinen Fehler aus der 
Gleichung 

a Q x + % = 
gefunden, die nachste aus der Gleichung 

% x + a 2 
u. s. w., die kleinste aus der Gleichung 

On-l + = 0. 

Das geht sofort aus dem Zusammenhang der Koeffizienten mit den Wurzeln 
der Gleichung hervor. Bezeichnct man die groBte Wurzel mit x^ die 
nachste mit x% u. s. w., die kleinsto mit x n , so ist wegen der identischen 
Gleichung 

(x XJ (x Xz)- (x x n ) 



i 

die Summe aller Wurzeln gleich -- , die Summe aller Produkte von 

a Q 

a* 

je zwei Wurzeln gleich , die Summe aller Produkte von je drei Wurzeln 
a 

a 3 

gleich - u. s. w. Wenn nun x l so groB gegen x& x z - x n ist, daB 
a 

auch die Summe x% + x 3 + - + x n nur einen sehi^ kleinen Bruchteil 
von x l ausmacht, so ist also bis auf diesen kleinen Bruchteil, d. h. also 
bis auf einen relativ zu % kleinen Fehler 

*i 

x 1 = -- . 
a, 

Wenn ferner x t und x% sehr groB sind gegen x 3 - x n . so ist unter alien 
Produkten von je zweien dieser Wurzeln das Produkt x^ x% sehr groC 
gegen die ubrigen. Ist es nun so groB, da6 die Summe aller ubrigen nur 
ein kleiner Bruchteil von x^ x% ist, so ist bis auf diesen relativ kleinen Fehler 



In derselben Weise ergibt sich bis auf einen relativ kleinen Fehler: 

#3 

3 == T" 
"o 



Aus diesen Gleichungen folgt durch Division von x x% durch x^ von 
durch Xi x 2 u. s. f., da6 bis auf relativ kleine Fehler 
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u. s. w. 
oder mit andern Worten, daB die Wurzeln der Gleichung 

a Q x )l + #! x n ~ l + h tf_i ff + a n = 

bis auf rolativ kleine Betrage gleicli den Wurzeln der Gleichungen 

a x + <*! = 0, % T + a 2 = . . ., a n _! x + a n = 

sind, sobald nur die Wurzeln so stark auseinandergezogen sind, dal, die 
kleinste Wurzei ein sehr kleiner Bruchteil der nachstkleinsten 1st, diese 
wieder ein sehr kleiner Bruchteil der folgenden u. s. w. 

Sobald man also von irgendeiner gegebenen Gleichung ausgehend 
die Gleichung abgeleitel hat, deren Wurzeln so hohe Potenzen der Wurzeln 
der ersten Gleichung sind, daB sie hinreichend auseinandergezogen sind, 
so kann man die Potenzen der Wurzeln aus den berechneten Koeffizienten 
flnden und kann dann durch Wurzelausziehung zu den Wurzoln der ge- 
gebenen Gleichung gelangen. 

Die Methode, um von einer Gleichung zu der nachsten zu gelaxigen, 
deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln der vorigen Gleichung sind> 
bosteht in folgendem. 1st 

g (x) - 6 x n b I x' 1 - 1 + 6 a X*-* - - . ^_a x ^ b n - 
die erste Gleichung, so multipliziert man g (x) mit g ( rr). Das Produkt 
bieibt ungeandert, wenn x in x verwandelt wird und mui3 daher nach 
Potenzen von x geordnet nur gerade Potenzen von x enthalten. Setzt 
man nun # 2 = 2, so kann man g (x) g ( x) als eine ganze Funktion ^ten 
Grades von z schreiben. Die Werte von 2, fur die diese ganze Funktion 
verschwindet, sind die Quadrate der Wurzeln der ersten Gleichung. Die 
Koeffizienten der ganzen Funktion von s werden nach dem folgonden 
Schema gefunden: 



b\ 


+ b[ 


+ b l 


+ 6 d 


etc* 




2\ i a 


-3^4, 


2\ b 4 








-\- 2 & & 


-(- 2 ij & 5 




Co 


fj. 


^a 


^3 


etc. 



Dann ist: 



f f - c, z 



"~ l 



c 2 z"- 



c n = 0. 
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Die weiteren Bemerkungen kmipfen sich besser an die Ausfuhrung 

Beispiels an. 

Es sollen die Wurzeln der Gleichung dritten Grades 

x* 1.74 x* 2 52 x + 3.97 = 

gefunden werden, die oben auf anderem Wege berechnefc word en sind. 
Zunachst werden die Logarithmen der Koeffizienten 6 = 1, & x = 1.74. 
& 2 = 2.52, & 3 = 3.97 hingeschrieben: 

0.240549 0.401401 n 0.598791 n . 

Alsdann bildet man die Logarithmen der Quadrate und Produkte, 
die in den verschiedenen Kolonnen vorkommen. Da die erste Kolonne 
bier immer nur aus der Zahl 1 besteht, so kann sie fortgclassen werden. 
0.481098 0.802802 1. 197582 
0.702431 1.140370 

Die Logarithmen der Summen bildet man mit der Tabelle der Addi- 
tionslogarithmen oder Subtraktionslogarithmen. 

A 

0.802802 
1.140370 
B = 0.164250 



B 



0.481098 
0.702431 
0.204313 



9.778(367 



A 



9.662432 



Mil 



= 0.906744 I 

die sen Zahl en verfahrt 



c, = 1.304620 c, == 1.197582 



'2 

man 



ebenso u. s. f. 



A -- 


1.813488 
1.605650,, 
9.787997 


B 

0.207838 


2.609240 
2.405356 
9.777516 


B 

0.203884 




1.393647 




2.182872 




2.395164 


A = 


2.787294 
2.483902,, 
0.004712 


0.303392 


4.365746 
4.089838, 
9.948213 


0.275908 




2.488614 




4 038051 




4.790328 


fi 


4.977228 
4.339081 
9.886453 


638147 


8.076102 
7.579972 n 
9.833110 


0.496130 




4.863681 




7.909212 




9.580656 


C = 


9.727362 
8.210242 B 
9.986593 


1.517120 


15.818424 
14.745367 n 
9.961650 


1.073057 




9.713955 




15.780074 




19. 161312 
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19.427910 
16.081104* 
C= 9.999804 


3.346806 


31.560148 
29.176297 B 
9.998201 


2.383851 




19.427714 




31.558349 




38.322624 


38.855428 
31.859379 B 
= 


6.996 


63.116698 
58.051368 n 
9.999996 


5.065 






63.116694 





Fur die groBeren Werte von B 1st die Tafel der Subtraktions- 
logarithmen benutzt. 

Weiter zu rechnen hat keinen Sinn, wenn man sich auf sechsstellige 
Logarithmen beschrftnkt. Denn beim n&chsten Schritt wiirden nur die 
Quadrate der Koeffizienten in Betracht kommen, die Produkte werden 
so Mein gegen die Quadrate, daB sie die sechste Stelle im Logarithmus der 
Summe nicht mehr beeinflussen. Es wiirde daher dasselbe Resultat geben, 
ob man nun aus den Quotienten der berechneten Koeffizienten die 64. 
Wurzeln auszieht oder aus ihren Quadraten die 128. Wurzeln. Nur in der 
zweiten Kolonne ist beim nachsten Schritt noch eine kleine Anderung 
des Quadrates des Koeffizienten in der sechsten Stelle des Logarithmus 
vorhanden. Wir schreiben also fur die Logarithmen der Koeffizienten 
dfsr Gleichung der 64. Potenzen 

a Q = 1 Diff. 

loga x 19.427714 n 12,130633 

Ioga 2 31.558347 6.764277 

Ioga 3 38.322624 n 

Die Logarithmen der 64. Wurzeln aus a x , -, sind: 

a i a z 

0.303558 
0.189541 
0.105692. 

Hieraus ergeben sich die Wurzeln bis auf ihr Vorzeichen: 

2.01168 
1.54718 
1.27553. 

Urn auch die Vorzeichen zu ermitteln, beachte man, daB nacji der 
Zeichenregel des Cartesius die Gleichung eine und nur eine negative Wurzel 
besitzt. Da ferner die Summe der Wurzeln gleich + 1.74 sein soil, so 
ergibt sich durch den Versuch, eine der drei Zahlen von der Summe der 
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andern abzuziehen, sogleich, daB die mittlere der drei Zahlen negativ zu 
nehmen ist. 

Die Summe der drei Zahlen 

+ 2.01168 
1.54718 
-f 1.27553 
ergibt 

+ 1.74003. 

Man kann dies als ausreichende Probe betrachten, daB die drei 
gefundenen Werie bis auf wenige Einheiten der fiinften Dezimale richtig 
sind. Will man eine vollstandige Probe, so kann man auBer der Summe 
der Werte auch die Summe der Produkte von je zweien und das Produkt 
der drei Werte berechnen. Bezeichnet man die drei Werte mit a, ft, c, 
so ergibt sich 

(x a) (x b) (x c) 
= z 3 1.74003 x 2 2.51995 x + 3.97000. 

Nun war die gegebene Gleichung 

x* 1.74 x* 2.52 x + 3.97 = 0. 
Mithin ist fur jede Wurzel x: 

( X _ a) (x b) (x c) = 0.00003 # 2 + 0.00005 a? = (30 + 5)x 10~" 5 . 
Fur die Wurzel, die nahe bci a liegt, setze man 

- 3 x + 5) x 10- 5 



x a = 



(x b) (x c) 



Dann andert sich die rechte Seite sehr langsam, wenn x in der Nahe 
von a liegt. Man lindet daher einen Naherungswert fur die Verbesserung 
x a, wenn man auf der rechten Seite x = a setzt. "Die Rechnung wird 
mit dem Rechenschieber auf eine oder zwei Stellen ausgefizhrt und gibt 
in Einheiten der fiinften Dezimale x a = 0,8. Es hat keinen Sinn, 
genauer zu rechnen, wenn die Koefflzienten a + b + c, bc + ca + ab, 
a b c nur wie hier mit sechsstelligen Logarithjnen berechnet sind. In ahn- 
licher Weise findet man fur die Verbesserungen von b und c in Einheiten 
der fiinften Dezimale die Werte 1.5 und 0.7. 

Wenn zwei oder mehr Wurzeln dem absoluten Betrage nach gleich 
sind, so werden die Potenzen nicht auseinanderracken. Man mufi dann 
die Betrachlung em wenig allgemeiner fassen. 

Es seien die Wurzeln X T 2 x a der Gleichung a x n + % x 11 " 1 
+ + a i x + a n = dem absoluten Betrage nach nicht kleiner 
als r, wShrend die iibrigen Wurzeln # tt+ i, x a , . . . x n ini VerhUtnis zu r 
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klein sind. Alsdann kann man zeigen, daB die Wurzeln x x,. . . x & nur 
urn kleioe Bruchteile ihrer Betrage von den Wurzeln der Gleichung 



abweichen, wahrend rr fl4 i * a+4 . . . rr n bis auf klcine Bruchteile ihrer 
Betrage mit den Wurzeln der Gleichung 

a a; 1 '- + 0,4 1 .i*-*- 1 + - + ffn-i .r + * - 

iibereinstimmen. 

1st namlich x dem absoluten Betrage nach grofler oder glcich /*, 
so l&Bt sich zeigen, daB 



a Q x 



a yf _L a ^a--^ _j_ . . . _J_ Q 

sehr nahe mit ubereinstimmt. Die beiden 

Ausdrucke unterscheiden sich nur durch die Glieder 



Von diesen Gliedern mui. aber jedes sehr klein sein. Bonn - 

i 

ist positiv oder negativ gleich der Summe der Produkte von je a + ft 
Wurzeln dividiert durch die Summe der Produkte von je a Wurzeln. Von 
diesen letzteren ist x^x^ . . . x a dem absoluten Betrage nach das grSflte, 
wahrend alle iibrigen gegen dieses sehr klein sind. In der ersten Summe 
sind diejenigen Produkte die grofiten, in denen ^ # 2 . . . x a und nur ft von 
den Wurzeln x a +i . . . x n * vorkommen. Wird mit of* multipliziert, 
so mufi jedes Glied klein gegen x l x% . . . x a sein, weil x~P klein ist gegen 
das Produkt von j8 Faktoren x a + . . . x n . Folglich ist unter den go- 
machten Annahmen 



sehr klein und folglich ist fur alle Werte von #, deren absoluter Betrag 
groBer ist als r, d. h. also groB ist gegen x a+l . . . ar n , 

a x* + fli a?"" 1 H ----- h o a -i oc + a n 
a a r n - a 

sehr nahe ubereinstimmend mit 



g 21. Das Graeffesche Verfahien zur Ueiechnung der Wnizeln. 143 
Oder, was dasselbc 1st, es muB fur alle Werte von cc. die groB sind gegen 



/ \ N 

(.r Xj) # ar a ) 

sehr nahe mit 

(^- 

\Zl 

ubereinatimmen, wo z^z^...z a die Wurzeln der Gleichung 

o ^' a + "i ^~" 1 + ---- H a a~i * + 
bedeuten. Wird also rz; gleich einem der Werte %^ 2 - - # gesetzt, so muB 



kiein werden. Mithin muB einer der Faktoren dieses Produktes 
sehr klein werden, d. h. es muC der betreffende Wert von x bis auf 
einen relativ kleinen Betrag gleich einem der Werte z l z 2 . . . z a sein. 

Andererseits stimmt fiir alle Werte von x, die klein sind gegen 
x I . . . o; a , der Wert von 



sehr nahe mit 



iiberein. Dieser Satz folgt sofort aus dem vorigen, wenn man die Ver- 
toderliche t = x~~ l einfiihrt und die ganze Funktion 

<*o + i t + fl a /2 H ----- H -i i 71 "" 1 + n/ n 
betrachtet. Die Wurzeln 

*i = ^r 1 , . - ^ = *7 l 

sind dann klein gegen die Wurzeln 



Es ergibb sich mithin, dafi die Wurzeln # a+ i, . . . x n um relativ kleine 
Betrage von den Wurzeln der Gleichung 

aaX n-* + ^^ p-a-l + . . . + ^ = Q 

abweichen. 

Man kann die beiden Satze so zusammenf assen : Sind die Wurzeln 
a; a #a . . . x n so in zwei Gruppen x # 2 . . . x a und x a +i- . . x n zerlegbar, 
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daB die Werte der einen Gruppe groB gegen die Werte der andern Gruppe 
sind, so spaltet sich die Gleichung 

a x n + tfl a*- 1 + * + a^i x + a n = 
in die beiden: 

flo^+ajs"^ 1 + --- + ^=0, 

*&-* + a+x *r- a ~ l + + = o, 

der en Wurzeln bis auf relativ kleme Betrage gleich den Wurzeln der beiden 
Gruppen sind, Es ist dabei nicht ausgeschlossen, daC unter den Wurzeln 
einer Gruppe zwei oder mehr als zwei dengleichen absolutenBetrag haben. 
Wenn sich die Wurzeln einer Gruppe abermals in zwei Gruppen zerlegen 
lassen, von denen wieder die einen groB gegen die andern sind, so spaltet 
sich auch die Gleichung wieder in zwei Gleichungen u. s. f. Wenn sich 
die n Wurzeln in n Gruppen zerlegen lassen, so ergeben sich die n linearen 
Gleichungen 

a x + a = 0, a l x + a 2 = 0, . . ., a n _ 1 x + a n = 0, 

die wir auf anderem Wege schon oben fur diesen Fall abgeleitet hatten. 
Diese Betrachtungen gelten auch fiir komplexe Wurzeln. Hier tritt bei 
reellen Werten der Koeffizienten a Q a l : . . a n immer der Fall ein, dafi zwei 
Wurzeln, namlich je zwei konjugierte, dem absoluten Betrage nach einander 
gleich sind. Man wird hier im allgemeinen in der Gleichung, deren Wurzeln 
hinreichend hohe Potenzen der ursprimglichen Wurzeln sind, ebenso viele 
Gruppen je zweier Wurzeln haben, als man Paare imaginarer Wurzeln 
hat. Die Gleichung zerfallt dann in so viele Gleichungen ersten Grades, 
als reelle Wurzeln vorhanden sind, und so viele Gleichungen zweiten Grades, 
als es Paare konjugierter Wurzeln gibt. Als Beispiel moge die Gleichung 
funften Grades 

7 a 5 + 5.47 of 3.33 y? 1.72 x + 0.15 

betrachtet werden. 

log 7 5= 0.845098 

log 5.47 =0.737987 

log 3.33 =0.522444 

logl.72 n = 0.235528 n 

log 0.15 tt = 9. 176091 ft . 

Wir dividieren durch 7, um den Koeffizienten der hochsten Potenz gleich 1 
zu machen, dann braucht die erste Kolonne nicht gefiihrt zu werden. 
Die Koeffizienten sind dann 

J = 1, b 1 = 0, log 6 2 = 9.892889, log 6 3 = 9.677346, 
log S 4 = 9.390430 n , log b s = 8.330993 tt . 

Bei den Logarithmen ist iiberall 10 zu ergnzen. 
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0.193919 n 9.785778 9.354692 8.780860 6.661986 
9.691460 n 9.584349 8.309369 

Man schreibt sick die Logarithmen der doppelten Koeffizienten 2 J a , 2 6 3 
in einer Reihe auf einen Papierstreifen und halt diesen dann in der richtigen 
Lage unter die Reihe der Logarithmen von i, um so die Logarithmen der 
doppelten Produkte zu bilden. In diesem speziellen Fall, wo b : gleich 
Null 1st, enthalt keine der Kolonnen mehr als zwei Logarithmen. Bei den 
nachsten Schritten werden in zwei Kolonnen je drei Logarithmen vor- 
kommen, die dann mit der Tabelle der Additionslogarithmen oder Sub- 
traktionslogarithmen zu behandeln sind. Es ergeben sich fiir die Gleichung 
der Wurzel quadrate die Logarithmen dor Koeffizienten: 

0.193919 n 9.076281 9.785557 8.907213 6.661986. 

Der eine negative Koeflizient beweist, daft die ursprungliche Gleichung 
nicht lauter reelle Wurzeln haben kann. Denn in der Reihe 



kommen nur drei Zeichenwechsel vor. Nach der Zeichenregel des Cartesius 
sind also unter den Wurzel quadraten hochstens 3 positiv. Es konnen 
daher unter den Wurzeln nicht mehr als drei reell sein. 
Beim n&chsten Schritt erhalten wir die Kolonnen 

0.387838 8.152562 9.571114 7.814426 3.323972 
9.377314 W 0.280506 8.284524 H 6.748573 n 
9.208243 7.156935ft 

Die Logarithmen der Koeffizienten der Gleichung der vierten Polenzen 
WOP den : 

0.343235, 0.318775, 9.546295, 7.77540510, 3.32397210. 

Von liier ab ist die Charakteristik vollstandig bezeichnet, um zu keinen 
Verwechselungen AnlaB zu geben. 

0.686470 0.637550 9.09259010 5.55081010 6.64794420 
0.619805,, 0.190560 n 8.39521010 3.17129710 
8.07643510 3.96823710 

Fiir die 8ten Potenzen ergeben sich daraus die Zahlen: 

9.83967610 0.447423 8.99528510 5.54899410 

6.64794420 
fiir die 16ten Potenzen: 

0.709736 M 0.887216 7.98167610 1.09798410 
3.29588830 

Runffe, Praxis der Gleichungen. 10 
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Der letzte Koeffizient beeinflufit jetzt die vorhergehenden nicht 
mehr und auch der vorletzte beeinflufit die ilim vorhergehenden nicht 
mehr wesentlich. Man findet daher die absoluten Betrage zweier reeller 
Wurzeln: 

3.29588830 1.09798410 

1.09798410 ' 7.98167610 

2.19790420 3.11630810 

16 1 14.19790432 | 8.887369 16 | 9.11630816 | 9.569769 

num log 8.887369 = 0.077156 num log 9.569769 = 0.371338 

Von hier ab konnen nun die letzten beiden Koeffizienten weggelassen 
werden, so dafi man es nur noch mit drei Zahlen zu tun hat wie bei einer 
Gleichung dritten Grades. Fur die 32ten Potenzen ergibt sich 

1.035229 1.775149 5.96335210 

Jetzt spielt auch die dritte Zahl keine Rolle mehr und wir erhalten eine 
weitere Wurzel 

5.96335210 

1.775149 

4.18820310 
32 | 26.18820332 | 9.818381 

num log 9.818381 = 0.658235 

Die tibrigen beiden Wurzeln miissen konjugiert imaginar sein. Denn 
wir fanden schon oben, daB nicht mehr als drei Wurzeln reell sein konnen. 
Der absolute Betrag ergibt sich aus der zweiten Zahl 1.775149, die das 
Produkt der 32 ten Potenzen der beiden konjugierten Wurzeln, also die 
64*e Potenz ihres absoluten Betrages darstellt. Der absolute Betrag er- 
gibt sich daher: 

64 | 1.775149 | 0.027737 
r = 1.065951 

Wir haben also das folgende Resultat 

Absoluter Wurzelbetrag I Logarithmus 



0.077156 


8.887369 


0.371338 


9.569769 


0.658235 


9.818381 


1.065951 


0.027737 


1.065951 


0.027737 



Summer 8.330993 

Es eriibrigt nun noch die Vorzeichen der reellen Wurzeln und die beiden 
konjugierten Wurzeln zu fmden. Nach der Zeichenregel des Gartesius 
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hat die Gleichung eine und nur eine negative Wurzel. Zwei Wurzeln sind 
daher positiv. Welche von den Wurzeln negativ 1st, erkennt man, indem 
man das Vorzeichen der linken Seite der Gleichung fiir einfache Werte 
von x, deren absoluter Betrag zwischen den gefundenen Werten liegt, 
bestimmt. Man setzt z. B. x 0.5 ein und iiberzeugt sich sogleich, 
indem man den Wert in der oben beschriebenen Weise berechnet, daB 
die linke Seite negativ ist. Es liegt also zwischen 0.5 und eine Wurzeln. 
Ferner setzt man + 0.2 ein und lindet, daB die linke Seite ebenfalls negativ 
ist und daher zwischen und +0.2 auch eine Wurzel liegt. Das letzte 
verlangt, daB 0.077156 zu einer positiven Wurzel gehort, und das erste, 
daB die negative Wurzel zu einem der beiden Werte 0.077156 oder 0.371338 
gehort. Folglich ist die negative Wurzel gleich 0.371338 und die posi- 
biven Wurzeln + 0.077156 und + 0.658235. 

Die Summe der beiden konjugierten Wurzeln ist gleich dem Doppelten 
ihres reellen Teils. Da nun der Koeffizient von # 4 Null ist und daher die 
Summe der Wurzeln verschwindet, so hat man fiir den reellen Teil u der 
beiden konjugierten Wurzeln die Gleichung 

2 n + 0.077156 0.371338 + 0.658235 = 0, 

d. h. 2 u = 0.364053 = 2 r cos <p 

log u = 9.260135 W 
log r = 0.027737 
log cos <p = 9. 232398 n cp = 99 49' 56". 

Die beiden konjugierten Wurzeln sind demnach 

r ^\ wo r = 1.06595 

<p = 99 49' 56". 

Will man eine vollstndige Probe der Rechnung ausfiihren, so ist das 
Produkt der fiinf linearen Faktoren 



(x r eP*) (x r e-*') (x 0.658235) (x + 0.371338) 

(x 0.077156) 
oder 

(a? + 0.364053 x + 1.13625) (x 0.658235) (x + 0.371338) 
(a? 0.077156) 

zu bilden und mit der gegebenen Gleichung zu vergleichen. Es er- 
gibt sich: 

+ 0.7814236 of 0.4757220 z 2 0.2457135 x + 0.0214286 *), 



*) Das Ausmultiplizieren geschieht bequem mit der Rechenmasehine oder 
etwas weniger bequem mit der Rechentafel, indem man den 
zweiten, das Resultat mit dem dritten u. s. w. multipliziert. 
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wShrend die linke Seite der gegebenen Gleichung, nachdem durch den 
Koeffizienten der hochsten Potenz dividiert 1st, gibt: 

x 6 + 0,7814286 x* 0.4757143 or 2 0.2457143 x + 0.0214286, 
Bezeichnet man das Produkt der gefundenen linearen Faktoren 
mit y (x), so lafit sich also die gegebene Gleichung in der Form ausdriicken : 

<p (x) + (50 x 3 + 77 a? 8 x) 10~ 7 = 0. 

Nun kann man Korrektionen der Wurzeln berechnen, indem man die 
Gleichung durch vier von den linearen Faktoren dividiert und z. B. 

schreibt: 

u; 0.658233 

_ (50 .r + 77 x 2 8 x) iO~ 7 ___ 
^ ~ (? +~0.364053 x + 1.13625) (x + 0.371338) (x 0.077156) 
Die rechte Seite andert sich dann nur wenig mit x, wenn x nur wenig von 
0.658235 verschieden 1st, und daher 1st die linke Seite sehr nahe g'.eich 
dem Wert, den man erhalt, wenn man auf der reohten Seite fur x don 
Wert 0.658235 emsetzt. 

Die Berechnung wird nur auf wenigc Stellen am besten mit dem 
Rechenschieber ausgefiihrt. 
So ergibt sieh 

j: 0.658235 = 0.000004 

und in ahnlicher Weise 

jt- + 0.371338 = 0.000002 
^ 0.077156 = + 0.000000. 

Auch die Korrekturen der komplexen Wurzeln kann man in derselben 
Weise berechnen. Und da die beiden Korrekturen einander konjugiert 
sein mussen, so braucht man nur erne zu berechnen. Die Rechnung gc- 
schieht ebenfalls bequem mit dem Rechenschieber und crgibt 

x rt****= (3 i)10-. 
Daraus: 

d r = (3 cos <p + sin cp) 10~ 6 = 0.5 x 10~ 6 

io- 

d <p = (cos <p 3 sin tp) - Q" = 0.6". 






Ais Probe dafur, dafi die Korrekturen richtig berechnet sind, kann 
man den Umstand benutzen, da8 die Summe der funf Wurzeln Null 
bleiben, also die Summe der Korrekturen verschwinden muB. 

Die Gleichungen, der die Wurzelpotenzen geniigen, lassen sich statt 
mit Additions! ogarithmen auch mit der Rechenmaschine bequem bilden. 
Man rechnet dabei inimer gleich den Wert einer Kolonne aus, ohne die 
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einzelnen Glieder hinzuschreiben, da die Maschine die Addition der Qua- 
drate und Produkte selbsttatig besorgt. Die sehr grofien oder sebr kleinen 
Werte, die sich im Verlauf der Rechnung alsbald ergeben, schreibt man 
am besten als Produkt einer Zahl zwischen 1 und 10 mit einer positiven 
oder negativen Potenz von 10. Dabei braucht man nur den fixponenten 
von 10 anzumerken, etwa uber der andern Zahl. 
Sei z. B. dip Gleichung gegeben: 

3.22 a* 6 + 4.12 a; 4 + 3.11 z 3 7.25 # 2 + 1.88 x 7.84 = 0, 

so dafi sich fur die oben S. 138 mit 6 , b & 2 . . . b* bezeichneten GroCen 
die Werte 

3.22, 0, 4.12, 3.11, -7.25, -1.88, 7.84 

ergeben, so fmdet man fur die Gleichung der Wurzelquadrate 

11121 
+ 1.0368, 2.6533, 2.9716, +1.1990; 2.3733, 

2 1 

1.1015, + 6,1466. 

Die uber den Dezimalbriichen stehendeu Zahlen bedeuten die Potenz 
von 10, mit der man sich die Dezimalbriiche jnultipliziert denken muB. 
Es sind also nichts anderes als die Charakteristiken ihrer Logarithmen. 
Zunachst ware diese Schreibweise noch nicht notwendig. Sobald aber 
die Charakteristiken sehr groB werden, stellt sich die Notwendigkeit ein. 
Die beiden Zeichenfolgen zwischen der 2ten und 3ten U nd zwischen der 
5ten und 6ten Zahl entsprechen zwei Zeichenwechseln in den eigentlichen 
Koeffizienten der Gleichung der Wurzelquadrate. Nach der Zeichenregel 
des Cartesius sind daher nicht mehr als zwei positive Wurzelquadrate, 
mithin nicht mehr als zwei reelle Wurzeln vorhanden. Das zeigt sich auch 
im weiteren Verlauf der Rechnung, Fiir die Gleichung der 128ten Potenzen 
erhalt man 

65 82 101 117 120 117 114 

1.013 + 3.051 + 2.081 + 1.125 + 8.179 2.912 + 2.968 

Hier haben sich die Wurzeln, deren absolute Betr^ge nicht die 
gleichen sind, schon in 4 Gruppen getrennt. Die drei ersten Koeffizienten 

65 82 101 

1.013 + 3.051 + 2.081 

haben keinen EinfluB mehr auf die Bildung der iibrigen, soweit sie bier 
berechnet werden. Ebenso trennen sich ab: 
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101 117 

+ 2.081 + 1.125 

117 120 

+ 1.125 + 8.179 

120 117 114 

+ 8.179 2.912 + 2.968 

Nur der 3te Wert erfahrt in den ersten 4 Ziffern beim nSchsten 
Schritt noch eine kleine Anderung, weshalb es sieh noch lohnt, fur den 
dritten Koeffizienten allein noch einen Schritt weiter zu gehen und dann 

101 202 

statt 2.081 die Quadratwurzel aus dem neuen Wert 4.324 zu setzen. Die 
beiden Gruppen von zwei Zahlen bestimmen die beiden reellen Wurzeln. 
Da nun die gegebene Gleichung in ihren Koeffizienten 3 Zeichenwechsel 
hat, so folgt aus der Zeichenregel des Cartesius, dafi nur eine oder drei 
positive Wurzeln vorhanden sein konnen. Mithin muB von den beiden 
reellen Wurzeln diS eine positiv, die andere negativ sein. 

Es ergeben sich die beiden Werte 



1/4,324 - 10 202 
_ 
8,179 - 10 120 

I^TTIon^ 

Welcher von diesen beiden Werten positiv und welcher negativ 
zu setzen ist, erfahrt man, indem man einen Zwischenwert z. B. 1,2 fur x 
in die gegebene Gleichung einsetzt und das Vorzeichen der linken Seite be- 
stimmt. Mit dem Rechenschieber hat man in der oben beschriebenen Weise : 
3.22 +4.12 + 3.11 7.25 + 1.88 7.84 
+ 3.86 + 4.64 + 10.5 + 16.3 + 10.8 + 15.2 
+ 3.86 + 8.76 + 13.6 + 9.0 + 12.7 + 7.4 =/ (1.2). 
Das positive Zeichen besagt, daB zwischen x = und x = 1.2 eine positive 
Wurzel liegt. Daher sind die beiden reellen Wurzeln 

+ 1.07193 und 1.32714. 

Die beiden Gruppen von je drei Zahlen entsprechen den beiden Paaren 
-konjugierter Wurzeln. Ihre absoluten Betrage sind 



J/1,013 10 65 

256 _ 



= 1.38626 



I/ 



2,968 10 114 

8,179- 10*20 = 0-9*372. 
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Die konjugierten Wurzeln selbst findet man aus der Summe der 
6 Wurzeln und der Summe ihrer reziproken Werte. Die Summe der 6 
Wurzeln ist fur die gegebene Gleichung gleich Null. Die Summe ihrer 
reziproken Werte ergibt sich aus den beiden letzten Koeffizienten gleich 

1.88 

+ 71$4' 

Bezeichnen ^ und u 2 die reellen Teile der beiden komplexen Wurzel- 
paare und r^ und r 2 ihre absoluten Betretge, so ist die Summe der 4 kom- 
plexen Wurzeln gleich 

2 Hj + 2 w 2 

und die Summe ihrer reziproken Werte gleich 



,. 
/ 



i 2 

2 ' ,. 2 * 



I 

Da nun die ubrigen beiden Wurzeln sowie ?\ und r a bekannt sind, 
so erhalt man fiir w x und u 2 zwei lineare Gleichungen 

2 w a + 2 z* 2 = 0.25521 

2 H! 2 NO 

^ + - - 0.06040, 

/% r y 2 

aus den en x = + 0.18769 w 2 = 0,06009 gefunden wird. Die imaginaren 
Teile ^i i und P O i sind dann aus 



zu berechnen. So ergeben sich die beiden Paare 

0.18769 1.37350 i und 0,06009 0.94181 i. 

Die Probe kann in derselben Weise wie oben ausgefiihrt werden. 
Man bildet mit den gefundenen Wurzelwerten das Produkt der linearen 
Faktoren, wobei zwei konjugierte Wurzeln gleich in einem Faktor zweiten 
Grades vereinigt werden. 
So ergibt sich: 

3,22 (x + 1.32714) (x 1,07193) (of 0.37538 x + 1.92172) 

(x* + 0.12018 x + 0,89061) = 3.22 x 6 + 0.000032 sf + 4.119945 x* 

+ 3.110212 a* 7.249904 x* + 1.879964 x 7.840012, 

wahrend die linke Seite der gegebenen Gleichung war: 

3.22 sf + 4.12 a* + 3.11 x* 7.25 & + 1.88 x 7.84. 

Bezeichnet man das Produkt der gefundenen Faktoren mit <p (x), 
so kann man die gegobene Gleichung daher in die Form bringen: 
<p (x) (32 x* 55 j* + 212 a* + 96 st* 36 x 12) 1Q- 6 . 
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Dividiert man hier beide Seiten durch das Produkt aller Faktoren 
aufier einem, so erhalt man auf der linken Seite eine Funktion ersten 
Grades, auf der rechten Seite eine gebrochene Funkbion, die sich nur 
langsam mit x ndert, wenn die linke Seite sehr klein ist. 

Hieraus fmdet man eine Verbesserung des betreffenden Wurzel- 
wertes, in dem man ihn auf der rechten Seite fur x einsetzt. Dabei braucht 
man naturlich nur wenige Stellen zu beriicksichtigen. Die Verbesserung, 
von x 1.32714 z. B. wird mit dem Rechenschieber so gefunden. Man 
berechnet zunachst (32 x 5 55 a- 4 + 212 a* + 96 rr 2 36 x 12) 10~ u 
fiir a- = 1.327: 

3255 + 212 + 96 36 12 
42,5 + 129 453 + 474 581 



97.5 +341 357 +438 593 
Das ergibt 59.10~ 5 . Dann berechnet man das Produkt 

3.22 (x 1.07193) (x 2 0.37538 x + 1.92172) 

(x z + 0.12018 # + 0,89061) 
fur # = 1.327: 

1 0.375 +1.92 1 0.120 +0.89 

1.327 + 2.26 1,327 + 1.60 

1.70 +4.18 1.207 + 2.49 

3,22 . 2,40 . 4,18 . 2,49 = 80. 

Die Korrektion der Wurzel wre danach 
59 



In derselben Weise ergibt sich, daB der Wurzelwert 1.07193 um 
etwa 6 Einheiten der sechsten Stelle zu klein ist. 

Will man die komplexen Wurzeln auf ahnliche Weise kontrollieren, 
so kann man das auch etwas anders ausfiihren, als es oben auseinander- 
gesetzt wurde. Man kann dabei ntoilich auch im Gebiete der reellen Zahlen 
bleiben und die Verbesserungen der Koeffizienten fiir je einen der Faktoren 
zweiten Grades suchen, die den konjugierten Paaren entsprechen. Man 
dividiert die Gleichung 

<p (x) = (32 x* 55 re 4 + 212 x 3 + 96 x 2 36 x 12) 10~ <J 

auf beiden Seiten durch alle Faktoren mit Ausnahme eines der beiden 
Faktoren zweiten Grades und erhalt z. B.: 

& 0.37538 x + 1.92172 
32 x & 55 & + 212 x* + 96 a* 36 x 12 



3,22 (x + 1.327) (x 1.072) (x* + 0.12 x + 0.89) 
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Anstatt nun auf der rechten Seite fiir x eine der beiden konjugierten 
Wurzeln einzusetzen, die dem Faktor zweiten Grades entsprechen, kann 
man die reelle lineare Funktion 

ax + (3 

bereelmen, welche fur die beiden konjugierten Wurzeln mit der rechten 
Seite ubereinstimmt, Dann sind a und /3 die Verbesserungen der 
Koeffizienten des Faktors zweiten Grades, der dann also die verbesserte 
Form annimmt: 

x* (0.37538 + a) x + 1.92172 /?. 

Um a und /? zu finden, reduziert man zunachst Zahier und Nenner 
modulo x 2 0.37538 x + 1.92172, d. h. man dividiert durch den Faktor 
zweiten Grades und bestimmt den Rest. Die Rechnung wird auf wenige 
Stellen am besten mit dem Rechenschieber ausgefiihrt. 

32 55 + 212 96 36 12 
12 +62 



43 


+ 150 
+ 16 


83 


+ 258 


+ 441 




+ 134 


+ 179 
50 




+ 229 


294 

86 




208 


453 



Der Zahier stimmt also, wenn x gleich einer der beiden konjugierten 
Wurzeln gesetzt wird, mil 

(_ 208 ar 453) lO" 6 
iiberein. 

Im Nenner reduziert man erst das Produkt 

(x + 1.327) (x 1.072) = & + 0.255 x 1.42 
1 +0.255 1.42 

0.375 + 1.92 
~+~bT63 3.34 

dann den Faktor x* + 0.12 x + 0.89 

1 + 0.12 + 0.89 

0.38 + 1.92 



+ 0.50 1.03 

Die beiden reduzierten Faktoren ersten Grades werden miteinander 
multipliziort und das Produkt wieder reduziert 
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0.315 1.67 

0.65 +3.44 



Produkt: 0.315 2.32 +3.44 
0.12 +0.60 



2.20 +2.84 
Das reduzierte Produkt 1st dann noch mit 3,22 zu multiplizieren und gibt 

7.1 s + 9.1 

Die rechte Seite stimmt danach fiir die beiden konjugierten Wurzel- 
werte mit 



uberein. 

Um nun noch den Nenner wegzusehaffen, dividiert man x z 0.37538 a; 
+ 1.92172 durch 7.1 x 9.1 



1 0.38 +1.92 
1.28 



0.143 + 0.13, 



+ 0.90 

1.15 



+ 3.07 
d. h. es 1st: 

x* 0.38 x + 1.92 3.07 

" ' 14 * + ' 13 + 



7.1 .-9.1 

Fiir die beiden konjugierten Werte ist also 
3.07 



7.1 x 9.1 
daher 



0.14 x 0.13, 



AIs Resultat der ganzen Reduktion ergiht sich also 

3.3 x 10- 5 , 
so dafi der Faktor zweiten Grades verbessert lautet: 

x* 0.37535 x + 1.92172. 
Die analoge Reehnung f iir das zweite Paar konjugierterWurzeln liefert 

+ 3 x 10- 6 , 

so daB hier der Faktor zweiten Grades verbessert lautet: 
x* + 0.12015 x + 0.89061. 
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Hat man es mit einer Gleichung zu tun, bei der mehr als zwei Paare 
konjugierter Wurzeln vorkommen, so fmdet man zwar die absoluten 
BetrSge in derselben Weise wie bei einem oder zwei Paaren konjugierter 
Wurzeln, um aber auch die reellen und imaginaren Teile zu berechnen, 
kann man den folgenden Weg einschlagen. Es werde der Grad der ge- 
gebenen Gleichung als gerade und gleich 2 m vorausgesetzt. Eine Gleichung 
von ungeradexn Grade kann man sich mit x multipliziert denken, um sie 
in eine Gleichung geraden Grades zu verwandeln. Die Gleichung werde 
dann durch die Division mit x auf die Form gebracht: 

b x m b I x m ~ l + 6 2 x nl ~ 2 ---- + b, x~ = 0. 

Indem man nun x = r e (fi setzt und den reellen und imaginaren 
Teil fur sich gleich Null macht, ergeben sich die beiden Gleichungen: 

a cos m <p a x cos (m 1) <p + a m = 

f} sin m <p pi sin (m 1) <p + - + /? w _i sin <p = 0, 

wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 

- _ 7> i _L A >. w o _ 7^ ,t ^ .. m 

o ^ #0 7 + 2m J Po Q ' ^n l 

n _ ^ wil i /, r m+1 yQ _ h 

a l l r ~T *m 1 f Pi 



Die Grofien a und j(5 konnen mit Hlilfe des fur r gefundenen Wertes 
berechnet werden. Setzt man nun cos 9? = t, so lassen sich cos 2 99, cos 3 <p, 

sin 2 a? sin 3 a? sin m a? 

... cos m a? und ebenso -, : - , . . ., : - als ganze Funk- 
T sin <p sin cp sin <p 

tionen von t ausdriicken. Es liefern dann Jene beiden Gleichungen zwei 
Gleichungen fur t, von denen die eine vom mten ? di e andere vom m Iten 
Grade ist. Die gemeinsame Wurzel der beiden Gleichungen ergibt sich 
eindeutig durch das Verfahren des gemeinsamen Tellers. 
So hat man z. B. 

sin 2 cp 

cos 2 <p = 2 i 2 1 -; - = 2 1 

T sin <p 

sin 3 cp 

cos 3 <p 4 3 3 i : - = 4 2 1 

^ sm 99 

sin 4 <p 
cos 4 9 = 8 <* 8 i 2 + 1 -^ - = 8 f 8 4 1 



cos 5 o> = 16 * 20 * 3 + 5 i -: ~ = 16 12 f 2 + 1 
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Bei einer Gleichung 6ten Grades wurden die beiden Gleichungen 
fur t lauten: 

a (4 l* 3 Q! (2 t* 1) + a 2 I a s = 
ft (4? 1) ft 2* + & =0 

oder nach Potenzen von geordnet: 

70 * 3 + n ' 2 + Y* ' + ri = o 

<5 * 2 + 0! / + <*2 = 0- 

Multipliziert man die zweite Gleichung mit - - t und zieht sie von 
der ersten ab ? so ergibt sich 



die in der Form 

7i P + y* i + rs = 

geschrieben werden moge. Multipliziert man abermals die Gleichung 

<5 & + <j t + ^ 2 = mit ^- und ziebt sie von der letzten Gleichung 

^o 

ab, so ergibt sich fiir t eine Gleichung ersten Grades, 

Eine andere Art, die komplexen Wurzeln zu bereclmen, bestelit 
darin, dafi man in der gegebenen Gleichung g (x) = die linke Seite nach 
Potenzen von h entwickelt, wo h = x p und p eine beliebig angenommene 
Grofie ist. Wendet man nun das auseinandergesetzte Verfahren auf die 
Gleichung in h an, so ergeben sich fiir die komplexen Wurzeln die absoluten 
BetrSge von | x p |. Sind die absoluten BetrSge | x \ i iir die komplexen 
Wurzeln schon bekannt, so sind geometrisch gesprochen die komplexen 
Wurzeln als Durchschnittspunkte von Kreisen bestimmt. Diese Be- 
stimmung ist zwar nicht eindeutig, aber unter den verschiedenen mog- 
lichen Systemen kann man das richtige dadurch auswahlen, daJB man die 
Summe aller Wurzeln kennt. So moge z. B. in der oben behandelten 
Gleichung 

3.22 x* + 4.12 a* + 3.11 x* 7.25 x* + 1.88 x 7.84 = 

iie Entwickelung nach Potenzen von h = x + i vorgenommen und die 
Wurzeln h nach dem beschriebenen Verfahren berechnet werden. 
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3.22 0.00 + 4.12 + 3.11 7.25 + 1.88 7.84 

3.22 + 3.22 7.34 + 4.23 + 3.02 4.90 
" 3.22 + 7.34 4.23 3.02 + 4.90 12.74 

3.22 + 6.44 13.78 +18.01 14.99 
^ 6.44 + 13.78 18.01 + 14.99 10.09 

3.22 + 9.66 23.44 + 41.45 
' 9.66 +23.44 41.45 +56.44 

3.22 + 12.88 36.32 
"12.88 +36.32 77.77 

3.22 + 16.10 

16.10 + 52.42 

3.22 
" 19.32~ 

3.22 h* 19.32 h 5 + 52.42 h* 77.77 h s + 56.44 7i 3 
10.09 h 12.74 = 0. 

Man reohnet nun wie oben und findet zunachst, dafi bei der Gleichung 
iler 16ten Wurzelpotenzen sich die kleinste Wurzel abtrennt, deren ab- 
soluter Betrag sich gleich 

0.327132 

ergibt. Bei der Gleichung dor 64ten Wurzelpotenzen trennt sich das 
nachste Paar konjugierter Wurzeln ab. Das Quadrat des absoluten Be- 
trages ergibt sich gleich 

1.77040. 

Bei der Gleichung der 128ten Wurzelpotenzen endlich trennt sich das 
andere Paar konjugierter Wurzeln und die andere reelle Wurzel ab. Das 
Quadrat des absoluten Betrages der konjugicrten Wurzeln ergibt Rich 

gleich 

3.29715 

und der absolute Betrag der r cell en Wurzel gleich 

2.07195. 

In Verbindung mit den oben ermittelten absoluten BetrSgen dev 
Wurzeln der urspriinglichen Gleichung in x: 

1.07193 

1.32714 

fiir die reellen Wurzeln und 

1.92172 
0.89061 
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fur die Quadrate der absoluten Betrage der konjugierten Wurzeln ergeben 
sich nun die Wurzeln x selbst durch die Bemerkung, dafi die Wurzeln h 
um eine Einheit groBer sein miissen als die Wurzeln x. Daher hat man 
zunachst fiir die reellen Wurzeln 

+ 1.07193 und 1.32714. 

Denn jnit anderen Vorzeichen wiirden sie nicht bei Vermehrung um eine 
Einheit die absoluten Betrage 

0.327132 und 2.07195 

a nnehmen. Zweitens ergeben sich nun auch die reellen Teile der konju- 
gierten Wurzeln. Denn wenn x = u + 9 i gesetzt wird, so hat man erstens 

u* + v z = 0,89061 oder 1.92172 
und zweitens 

( B + l)a + p2 = 1.77040 odes 3.29715. 

Das sind zwei Moglichkeiten, entweder 



oder 



Die erste Moglichkeit liefert durch Subtraktion je zweier untereinander- 
stehender Gleichungen die beiden Werte: 

2 a + 1 = 0.87979 und 2 u + 1 = 1.37543, 
d. i. 

2 u = 0.12021 und 2 u = 0.37543. 

Die andere Moglichkeit liefert: 

2 u + 1 = 2.40654 und 2 it + 1 = 0.84868, 
d. i. 

2 u = 1.40654 und 2 a = 1.84868. 

Da die Summe der 6 Wurzeln Null sein muB' und die beiden reellen 
Wurzeln zusammen 0.25521 geben, so miissen die beiden Werte von 
2 u zusammen gleich + 0.25521 sein. Die erste Moglichkeit trifft daher 
zu bis auf den kleinen Fehler in der fiinften Stelle, wahrend die zweite 
Moglichkeit ausgeschlossen ist. So ergeben sich also die beiden Faktoren 
zweiten Grades: 

& + 0.12021 x + 0.89061 und x* 0.37543 x + 1.92172, 
die bis auf wenige Einheiten der fiinften Dezimale mit den oben erinittelten 
Werten iibereinstimmen. 
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22. Der Sturmsche Satz. 

Es kann unter Umstanden wichtig sein, iiber die Anzahl der reellen 
und komplexen Wurzeln einer Gleichung von vornherein einen Aufschluti 
zu erhalten, ohne die Wurzeln selbst zu ermitteln. Es warden oben sclion 
einige Anzeichen angegeben, durch die man eine obere Grenze fur die 
Anzahl der reellen Wurzeln fmdei. Vollstandig wird die Frage durch den 
Sturmschcn Salz beantworloi. 

Es sei g (x) = die vorgelegte Gleichung 

g (x) = a Q x n + a t a-"- 1 + a t x n ~* H ----- h 
Man bildeb die Ableitung 

g' ( X ) = n a x"~ l + (n 1) a^ x n ~ z -\ 

und wendet auf g (x) und g' (x) das Verfahren des gemeinsamen Tellers 

x 
an. Zu dem Ende multipliziel man g' (x) mit - und zieht das Produkt 

IV 

Glied fur Glied von g (x) ab. Der Rest enthSll dann die n^ Potenz von x 
nieht melir: 



j 

Isi c// von Null verschieden, so multipliziert man g' (x) mit - und 
1 n &Q 

zieht das Produkt von dem eben erhaltenen Rest ab. Der neue Rest wird 
dann auch die n 1^ Potenz von x nicht mehr enthalten. Er werde mit 
r x bezeichnet. 1st a{ gleich Null, so soli schon der osrte Rest mit r a 
bezeichnet werden, Im allgemeinen geniigt es liir die Zwecke, die man 
hier verfoigt, die Rechnungen auf wenige Stellen auszufiihren, so dafi die 
Genauigkeit des Rcchenschiebers ausreicht. Dadurch lafit sich das Ver- 
fahren, wie unten an einem Beispiel gezeigt wird, mit geringer Mtxhe aus- 
Mhren. 

Nach der Definition von ^ hat man 



wo ^ deu Quotionton der Division -rp- und r : den Rest bezeichnet, 

der nach der Definition von niedrigerem Grade ist als g' (x). Indem 
man jetzt mit g' (x) und ^ ebenso verfahrt, wie mit g (x) und g' (x), erhSlt 
man eine zweite Gleichung: 



wo r a wieder von niedrigerem Grade ist als r x . So fortfahrend ergibt sich 
eine Kette von Gleichungen: 
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'* = 



Da der Grad der ganzen Funktionen r x 7* 2 r 3 . . . sich besttodig erniedrigt, 
so mufi das Verfahren ein Ende haben. Wenn g (x) und g' (re) keinen 
gemeinsamen Teller haben, so wird man schlieBlich auf einen Rest r n 
stoBen, der von x unabh&agig und gleich einem von Null verschiedenen 
Wert 1st. Wenn dagegen g (x) und g f (x) einen gemeinsamen Teller be- 
sitzen, so mufi das Verfahren auf diesen gemeinsamen Teller fiihren. Denn 
ein gemeinsamer Teller von g (x) und g f (x) muB nach der Gleichnng 

8 (*) = ?i 8' (s) r i 
auch ein Teiler von ^ und daher nach der Gleichung 

g' W =9^1 r z 

auch ein Teiler von r 2 sein u. s. w. von /^ r 4 . . . Nun jnuiJ man schlieUlich 
auf ein r v stoBen, das ein Teiler des vorhergehenden r v ^, l 1st. Dieses ; 
ist dann der grofite gemeinsame Teiler von g (x) und g' (x). Es worde hier 
vorausgesetzt, dafi g (x) und g' (x) keinen gemeinsamen Teiler beaitzen. 
Die Reihe der Funktionen 

g (a), ' Mi r* ?*, * 'V 

gibt nun AufschluB liber die Anzahl der reellen Wurzeln. Zunachst be- 
merke man, dafi r y von x unabh&ngig ist und also fur alle Werte von x ein 
und dasselbe Vorzeichen behalt. Die anderen Glieder der Reihe konnen, 
\venn man x sich kontinuierlich todern l^LBt, ihr Vorzeichen andern, indem 
sie durch Null hindurchgehen. Wenn nun eine der Funktionen g' (r), 
/*!, r 2 , . . ., /V i verschwindet, so haben die beiden benachbarten Glieder 
notwendigerweise entgegengesetzte Vorzeichen. Denn es isl z, B, fiir 
g' M - 

g (*) = ^i 
oder fur r a = 

g'(*) = ~rt 
u, s. w. 

Daher kanu die Anzahl der Zeichenwechsel in dieser Reihe sich nur 
da durch kndern, daB g (x) verschwindet. Denn beim Verschwinden einer 
der Glieder g' (x), r x , r 2 , . , . r y ^ l haben jedesmal die benachKarten Grofien 
entgegengesetztes Zeichen, und es enthalten daher die drei Glieder, das 
verschwindende und die beiden benachbarten, vor dem Verschwinden wie 
nach dem Verschwinden notwendig einen und nur einen Zeichenwechsel, 
gleichgultig, ob das verschwindende Glied vom Positiven zum Negativen 
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oder vom Negativen zum Positiven tibergeht. Verschwindet dagegen 
g (j") 7 so andert sich die Anzahl der Zeichenwechsel jedesmal um einc 
Kinheit, und zwar vermindert sie sich, wenn x wachst. Denn g (x) und 
#' (x) kdnnen nicht gleichzeitig verschwinden. Sonst mufiten ja an der- 
selben Stelle auch r r% . . . r v verschwinden, was ausgeschlossen ist, wenn 
kein gemeinsamer Teilcr vorlianden ist. Ist nun g' (x) positiv, so wachst 
g (x) mil wachsendem x, geht also beim Verschwinden vom Negativen 
zuxn Positiven iiber. 1st g' (x) dagegen negativ, so nimrnt g (x) mit wachsen- 
dem x ab, geht also beim Verschwinden vom Positiven zum Negativen 
iiber. In beiden Fallen vermindert sich mit wachsendem x die Anzahl der 
/eichenwechsel um eine Einheit. Um daher zu erfahren, wie viol reelle 
Wurzeln zwischen zwei GroBen a und b liegen, hat man nur nolig, die 
/eichenwechsel zu z&hlen, welche die Reihe fur x = a und fur ,r = b ent- 
hlt. Die Differenz ist gleich der Anzahl der reellen Wurzeln zwischen 
<t und J. L^Bt man a weit nach oo und b weit nach -4- x> riicken, so 
uberwiegen in alien ganzen Funktionen die Glieder, welche die hochste 
Fotenz von x enthalten. Die Koeffizienten der hochsten Potenzcn von x 
hestimmen daher die Anzahl der s&mtlichcn reellon Wurzeln dei* Gleichung. 

Die Rechnung braucht offenbar nur so weit durchgefuhrt zu werden, 
daB man die Vorzeichen der Funktionen mit Sicherheit bestimmen kann. 
Nur wenn eine der Funktionen sehr klein wiirde, konnte dies eine aus- 
fiihrlichere Rechnung verlangen, Diese wre aber auch nur dann ndtig, 
wenn die beiden benachbarten das gleiche Zeichen hatten; denn im andern 
Falle ist ja das Vorzeichen des betreffenden Gliedes fiir die Anzahl der 
Zoichenwechsel gleichgiiltig. 

Es moge die auf S. 82 angegebeno Gleichung 

5.47 sf - 3.38 ^ H- 2.57 x* -\ 10.11 ^ 6.23 x 

+ 5.43 - 
untorsiicht werden. 

g' (a-) = '11 A ar 1 13.5 ^ 1 7,71 x* -\~ 20,22 x 6.2,'} 
5.47, 3.38, + 2.57, +10.11, -6.23, -| 5/i3 
-}- 2.69 IM 4.03 f 1.24 
"5,69" "+ 1.03 "- 6.08 4.99 

--0.34 H 0.19 +0.51 0.1G 
+"5769 -|-""B-27 "4748 + 5,27 

Auf dem Rechenschieber sind zunStchst 5.47 und 27.4 eiiiander 
gegenubergestellt. Dann stehen sich bei derselben Stellung des Schiebers 
gegeniiber 2.69 und 13.5, 1.54 und 7.71, 4.03 und 20.22, 1.24 und 6.23. 
Die Zahlen 2.69, 1.54, 4.03, 1.24 werden dann mit dem richtigen Zeichen 
unter die betreffenden Koeffizionten von g (x) gesetzt und zu ihnen hinssu- 

Rune, Praxis der Gloichungpn. 1* 
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gefiigt. Dann stellt man ebenso auf dem Rechenschieber 0.69 und 27.4 
einander gegeniiber u. s. w. So ergibt sich 

/VL = 0.69 x* 6.27 x* + 4.48 x 5.27. 
Dieselbe Rechnung wird nun mit g' (x) und r x fortgesetzt. 

^ = 0.69 6.27 + 4.48 5.27 

, g'0)= 27.4 13.5 + 7.71+ 20.22 6.23 

249 + 178 209 

262 + 186 189 

+ 2380 1700 + 2000 
2566 1889 1994 

r ^ = (_ 257 tf + 189 x 199) 10 *). 

In diesem Falle braucht man nicht weiter zu rechnen. Denn man 
erkennt sogleich, dafi die Gleichung zweiten Grades: 

keine reellen Wurzeln besitzt, und daB mithin r 2 fiir alle reellen Werle 
von x dasselbe Zeichen besitzt. Daher braucht man nur die Zeichen- 
wechsel in der Reihe 

g (a?) B' (x) ^ r, 

zu betrachten, um die Anzahl der reellen Wurzeln von g (x) zu erfahren. 
Denn r a verschwindet nicht, und beim Verschwinden von g 1 (,r) und r I 
cindert sich die Anzahl der Zeichenwechsel nicht. 
Fiir x = oo erhSlt man die Vorzeichen: 

l_ _l (2 Zeichenwechsel), 

i'iir .r = + oc : 

-f -) (1 Zeichenwechsel). 

Die Gleichung besitzt daher eine und nur eine reelle Wurzel. 
Fiir x = erhSlt man die Vorzeichen 

-r - (1 Zeichenwechsel). 

Die Wurzel ist mithiu negativ. 

Als zweites Beispiel moge die oben S. 93 aufgestellte Gleichung 

7 x 5 5.47 x 9 + 3,33 at + 1.72 x 0.15 = 
behandelt werden. 

-J Es sind nur etwa die ersten zwei Stellen der Kouffizienten richtig, was 
fiir die folgenden Schliisse ausreicht. 
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?' (Jt): 35 
7 









16.4 


+ 


6.66 


+ 


1.72 












5.47 


+ 


3.33 


+ 


1.72 


--0. 


15 




+ 


3.28 





1.33 





0.34 











2.19 


+ 


2.00 


+ 


1.38 


0. 


15 



/-! - h 2.19 y? 2.00 x* 1.38 a; + 0.1 5 
35 16.4 + 6.66 +1.72 
+ 32.0 + 22.1 2.40 

+ 32.0 +5.7 + "2726 

-|-_29.2_ 1- 20.15 2.19 

~3479~ T2~23i +~6~47 
r, = 34.9 z a 22.4 x 0.47 
-} 2.19 2.00 1.38 H 0.15 

1.41 0.03 

3^51 1.41 

-!- 2.19 -|- 0.05 



+ 0.78 | 0.20 
/ 3 =. 0.78 x 0.20 

34.9, 22.4, 0.47 

+ 8.9 

"'-13.5 

| 3.46 

i 2.99" 
r, = 2.99. 
Fiir a; = co erhalten g (a;), g' (x), r lt r 2 , /,,, /- 4 die Vorzeichen: 

.| ___ _|. . _ (4 Zeichenwechscl), 
Ciir ,r 0: 

---|- \ (2 Zeichenwechsel), 

i'iir .) =.- + oo : 

|. + + . _ (i Zeichenwechsel). 

Es gibl also drei reelle Wurzeln, von denen zwei upgaliv und cine 
posiliv sind. 

Endlicli werde die auf S. 140 aufgestollto Gleichung bohandelt. 
g (a;) 3.22 a; 8 4 4.12 a;* | 3.11 & 7.25 * 2 |- 1.88 a; - 7.84 = 
g'() = 19-32 a? -\- 16.48 a- 8 + 9.33 x z 14.5 .r -| 1.88 

3.22+0+ 4.12 -h3.il --7.25 (-1-88 7.84 

2.74 1.56 1-2.42 - -0.31 

-|- T38~ " +T."55" -~T83 H""{l57 '7.84' 
7- t - 1.38 a: 4 - - 1.55 a.^ 8 + '..83 a; 8 - - 1.57 x + 7.84 
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+ 19.32 + 16.48 + 9.33 14.5 + 1.88 
21.6 + 67.5 21.9 + 109.8 
--21.6 + 84.0 12.G + 95-3' 

+ 24.2 75.7 + 24.6 122.8 
4- 108 88 +120" 121 
r. 2 = 108 a? -|- 88 x* ~ 120 x + 121 

1.38 1.55 -+ 4.83 1.57 + 7.8-5 
1.12 +1.53 1.54 



~- 2.67 


4 6.36 - 
2.17 


-3.11 
+- 2.96 


3.00 



+ 4.19 0.15 +4.81' 
r,= -4.19 ^ + 0.15 a 4.84. 

Da die Gleichung r s = 0, wie man unmittelbar sieht, keine reellen 
Wurzeln hat, so hat r 3 fiir alle reellen Werte von x immer dasselbe Vor- 
zeichen. Man hat deshalb nicht notig, weiter zu rechnen. 

Fiir x oo, x = 0, und x = + oo ergeben sicli in der Reihe 
V U')< g' (#)i r i, r & r s die Vorzeichen: 

-\- - - -\ (3 Zeichenwechsel) 

_ ~| + j (2 Zeichenwechsel) 
+ H (1 Zeichenwechsel) 

Es gibt also zwei reelle Wurzeln, von denen die eine positiv, dio 
andero negativ ist. 

Die Rechnung ist so schneli ausgefiihrt, daB, wenn es sich nur um 
die Berechnung der reellen Wurzeln handelt, es sich wohl lohnen kann, 
auf diese Weise die Anzahl der reellen Wurzeln und vielleicht noch dio 
Anzahl der positiven und negativen festzustellen, ehe man zur Berechnung 
belbst sohreitet. Man spart dadurch Miihe beim Aufsuchen der ersten 
Naherungen. Denn wenn man z. B. in diesem Falle schon weifi, daB nur 
eine positive und eine negative Wurzel existiert, so braucht man nicht 
nach weiteren zu suchen. Man erkennt aus dem Vorzeichen von g (x) 
srihr schneli, daB die positive Wurzel zwischen und + 2 nicht weit von 
+ 1 nntfernt liegt und daB die negative Wurzel zwischen 1 und 12 
liegt. Nach dem Verfahxen von Newton findet man dann alsbald genauere 
Werte. Allerdings wenn auch die komplexen Wurzeln berechnet werdeu 
sollen, so lohnt es sich nicht, vorher die Anzahl der reellen Wurzeln lest - 
zustellen, weil sie sich im Verlaufe der Rechnung nach dem itn vorigen 
Kapitel beschriebenen Verfahren schon herausstellen. 

Auch iiber die Lage der komplexen Wurzeln kann man in fihniicher 
Weise allgexneinen AufschluB erhalten. Um'dies zu erklSren, muB etwas 
weiter ausgeholt werden. Ist / (x) eine Funktion eines komplexen Argu- 
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monies x = a + 9 /, die sich im Innern und auf dem Raude eines Gebietes 
der komplexen Ebene regular verhalt, so 1st nach Cauchy die Zahl der 
Nnllpunkte der Funktion in dem Gebiete gleich dem Integral: 

w * 

'(*) ' 

wobei das Integral uber den Rand des Gebietes zu erstrecken isi. LK>r 
Rand 1st bei der Integration in solchem Sinne zu durchlaufen, daB daw 
Innere des Gebietes zur Linken liegt, wenn die positiven hnagin&ren Koor- 
dinaten auf der linken Seite der positiven Richtungen der reellen Koor- 
dinaten angenommen werden. 
Setzt man mm 

/(*)=<*, 

\vo $ don absolulen Belrag, </ das Argument von / (.r) b<d<ulet, so 1st: 
I' (x) d x 1 1 



. 
/ (X) l l 

Bei der Integration um den ganzen Rand des Gebiotos iuniint log 
T denselben Wert an. Dahor wird der Wert des Integrals gleich 



In Worten ausgedruckt heiQt das also: Sovielmal als das Argument 
von / (#) um 360 Grad zunimmt, so viol Wurzeln der Gleiclumg 

/ (-0 =- 

Uogea in dem betrachteton Gobiet. Zerlegt man / ($) in soinen reelleu und 
irnaginSren Tell 

/ (. r) ,, // 4. v /, 

ISO ISt 

U Q cos y V = g sin <p. 

Folglioh kann man an den Vorzeichen von U und V erkennen, in 
v/elckem Quadranten das Argument cp liegt und mithin auch verfolgen, 
wievielmal das Argument im ganzen um 360 zunimmt. Dies kann z. B. 
in folgender Weise geschehen. Da cos <p der Differontialquofcient von 
sin cp 1st, so wird V mit wachsendem <p wacbsen, wenn U positiv ist, und 
ubnekmen, wenn U negativ ist. Beim Verschwinden von V wird mithin 
die Kombinabion der Vorzeichen von V und U mit wachsendem <p eineii 
Zeichenwechsel verlieren, mit abnehmendem 9? dagegen einen Zeichen- 
wechsel gewinnen. Wenn daher beim Durchlaufen des Randes die Funk- 
tion V p-mal ihr Zeichen so wechselt, dafi F, U einen Zeichenwechsel. 
verliert, und g-mal so, daB V 9 U einen Zeichenwechsel gewinnt, so geht 
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das Argument p-xnal im wachsenden Sinne durch odor 180 und </-iwal 
im abnehmenden Sinne. Die Gesamtanderung des Argumentes ut daher 
(p _ ? )-mal 180. Daraus folgt, daB die Zalil der Wurzeln dcr Gleiohung 



ia dem betrachteten Gebiete gleich i (p ?) ist. 

In diesem Lchrsatz kann man auch V mit 17 und f/ mit I ver- 
tauschen, da i/ (a?) - - V + U i dieselben Nuilstellen hat wio / (x). 

Es sei nun / (x) eine ganze rationale Funklion von x vom /iten Grado. 

/ ( X ) = a ^ l + tfi a"- 1 -h H- w -i .1' -f <V 
Schreibt man / (a;) in der Form 

/ (X] - 0" (flo + % j;- 1 4 ---- ! ;,-i JT " ^ : + W .^")i 

so erkennt man, dai3 fiir Werte von x von groBein absoluten Botrage das 
Argument von / (x) sehr wenig von dein Argument von a tf } abweicht. 
Die Anderung des Argumentes von / (x) wird daher selir nahe gleich der 
Anderung des Argumentes von x n . Es folgt daraus, daB fur ein den 
Nullpunkt umschlieSendes Gebiet, auf dessen Rande der absolute Be- 
trag von x hinreichend groB ist, die Anzahl der Wurzeln gleich der Ande- 
rung des Argumentes von x n dividiert durch %7t, also gleich n sein mutt. 
Wenn das Gebiet auf der einen Seite von einer Geraden, auf dor 
anderen Seite von einem Kreisbogen begrenzt wird, der mit einem 
sehr groBen Radius um den Nullpunkt beschrieben ist und zwei 
Punkte der Geraden verbindet, so ist die Anderung des Argu- 
mentes auf dem Kreisbogen fiir einen hinreichend groBen Radius beliebig 
wenig von nn verschieden. Lafit man den Radius unendlich warden, 
so erh^lt man also den Satz, daB die Zahl der auf der einen Seite der Ge- 

raden liegenden Wurzeln gleich r- plus der durch 2jr dividierten Anderung 

2t 

des Argumentes von / (a?) l&ngs der betrachteten Geraden isl. Die be- 
treffende Seite der Geraden ist die zu dem Sinne, in dem man sie durch- 
lauft, positive. Oder, wenn / (x) = U -h V z, so ist die Zahl der Wurzeln, 

auf dieser Seite gleich r + , wo p die Anzahl der Male augibt, 

^2 "2i 

daB V sein Zeichen beim Durchlaufen der Geraden wechselb, wahrend 
V, V einen Zeichenwechsel verliert, und q die Anzahl der Male, dati V 
sein Zeichen wechseit, w&hrend F, U einen Zeichenwechsol gewinnt. 
Die Zahl p q findet man durch das Verfahren des groBten gemoin- 
samen Tellers ahnlich wie beim Sturmschen Satz. Man setzt auf der 
Geraden x = a + b t, wo a und b zwei im allgemeineu komplexe Zahlen 
sind und t von minus unendlich bis plus unendlich lauft. Die Funktionen 
U und V werden dann ganze rationale Funkbionen von t. Im allgemeinen 
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werden U und 1' von gleichem Grade seiu; danu kanu man das Verfahren 
dutch Division von T durch U beginnen oder auch durch Division von U 
durch V. Wenn. dagegen eine von ihnen von hoherem Grade ist, BO hat 
man nur eine Mogliehkeit. Man bildct nun dip Ketto von Gleichungen, 
x. R.: 



U =-- - 

etc. 

Wonn /' a fcsein /eichen laags der Geraden nioht andert, so kann in dor 
Reiho 

' 7 ' 1 ''ll ^21 7 ' 

die Anzahl der Zwischenwechsel sich nur andern, wenn V verschwindet, 
denn beim Verschwinden von 7, r l7 r a , . . ., r tt--1 kann die Anzahl der 
Zeichenwjechsel sich nicht andern, well infolge der Kette von Gleichungen 
jedesmal die beidon benachbarten Glieder eines verschwindcnden Gliedes 
entgegengesotztes Zeichen haben. Verschwindet nun K, so wird ? je nach- 
dem r, U einen Zoichenwechsel verlicrt oder gewinnt 7 auch die Reihe 

V, [/, /'i, /a, . . ., /' tt 

eiuen Zeichenwechs<il verlieren oder gowinnen. Folglich isl />-</ der 
Unterschied in der Anzahl der Zoichenwechsel der Reihe fur t = oo 
vermindert um die Anzahl f lir = -\- oo. Das Analogs gilt, wenn /, 1' 
an die Stolle von V> U geselzt wird. Besouders oinfaoh wird das Ver- 
fahren fur den Fall reeller Koeffizienten von / (#), wenn es auf irgendeino 
Senkrechte zur reeilen Achsc angowpndel wird. Man sotzl jr .- -| / /, 
wo a eine reelle Zahl ist. Da nun 



so wird i/ nur gerade Potenzen von f enthallen und K nur ungerado. 
Dadurch wird das Teilervorfahren wesentlich abgeklirzt. 
Boispiel : 

/ (x) - 1 ** - 5.47 x* -[- 3.H3 .r 2 -] 1.72 ;r - 0.15 

f (.r) U ; r/ ^ -// 

^/ - -;).33z 2 - -0.15 
T - "I- 7/ s -i 5.17/M 1,72 / 
I- 7 -| 5.7/i -i 1.72 
- -0,32 
H- 5."l5 

- - 0.23 
-!- 1.49 
r, r- 1.49 / 
r a -- ! 0.15 
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Fiir t = oo hat die Reihe V, 7, /j, r 3 die Zeichen : 

f_ _)_. (i Zeichenwechsel), 

fur = -f- oo : 

_] [_ (2 Zeichenwechsel). 

Es 1st hier also p q = 1 und mithin 

n p q 

. _L L -_ o 

2^2 

Folglich gibt es zwei und nicht mehr als zwei Wurzein der Gleichung, 
deren reeller Teil negativ 1st, Oben S. 95 fanden wir, dafi die Gleichung 
zwei negative Wurzein und eine positive Wurzel hat. Folglich haben die 
beiden komplexen Wurzein einen positiven reellen Teil. 

Setzt man x = 1 + t ?', so bat man zun&chst nach Potenzen von t i 
zu entwickeln. 





7 


5.47 


{- 3.33 
-i- 1.53 


+ 1.72 
+ 4.86 


0.15 
i- 6.58 


7 
7 


+ 1.53 
+ 14 


+ 4.86 
1- 15.53 


+ 6.58 
-I- 20.39 


+ 6.43 


14 

- 7 


+ 15.53 

+ 21 


+ 20.39 
+ 36.53 


+ 26.97 


-21 

- 7 


+ 36.53 - 
+ 28 


f 56.92 



+ 28 + 64.53 
+__?_ 
+ 35 

/ (x) = 7 * ti + 35 / 4 64.53 t a i 56.92 t- -f- 26.97 / ; f 6.43 

U = 35 f* 56.92 # + 6.43 

F = 7 I s 64.53 * + 26.97 l 

1 64.53 +26.97 

+ 11.38 1.29 

"53.15 + 25.68 

/j = 53.15 t s 25.68 * 

35 56.92 +6.43 

+ 16.9 

"~4OO + 6.43 
r 2 = -4-40.0* 2 6.43 
53.15 25.68 
+ 8.55 
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Fur I = co nimmt die Reihe ]', L\ r l7 /<>, / 1 3 , r 4 die Vorzeichen an: 

-- 1 ---- 1 -- 1_ (5 Zeichenwechsel), 
lur I = + oo : 

++++++ (kein Zeichenwechsel). 

n p a 
p-?-5 2 + "-^ = 5. 

Es gibl also iunf Wurzeln, deren reeller Teil algebraisch kleiner 
ist als 1, und mithin keine Wurzel, deren reeller Teil grofier ist als 1. Der 
reelleTeil der beiden komplexen Wurzeln liegt also zwischen und 1, und 
in demselben Intervall liegt auch die positive Wurzel. 

2. Beispiel: 

/ (x) == 21 x* -- 53 rf - 65 x 5 + 312 x* 74 
x === - 1 1 

U - 312 t* 74 
V - 21 1 + 53 t? + 65 i* 
21 +53 +65 

4.98 
"4798" 



0.28 
52.7 

12.5 
52.5 

12.5 

12.5 

+ 2.96 

/'! = 2.96/ 

r* =-- H 74 
Die Reihe ]', /, 7^, ?\> nimmt die Vorzeichen an: 

filr /.==-- co : ---- [ + (1 Zeichenwechsel), 

fur i ~ \ GO: -| ------- 1- (2 Zeichenwechsel). 

n p q 
P gr"-l 2- -I- 2 -0. 

Es gibt also 6 Wurzeln, dor en reeller Teil negativ ist; und folglich 
gibt es 7 Wurzeln, doren reeller Teil positiv ist. Wir fanden oben S. 99, 
dal) die Gleichung nur eine positive Wurzel hat. Mithin gibt es drei Paare 
komplexer Wurzeln mit positivem reellen Teil. 

Ranifp, Praxis rtw Gloicliung-en. 12 
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Was die negativen Wurzeln betrifft, so erkannten wir schon obeii 
S. 99, dafi nicht jnehr als vier existieren konnen. Ihrc genaue Anzahl 
ermittelt man durch Anwendung des Sturmschen Verfahrens auf / (x) 
und /' (x). Man braucht indessen nur die ersten Schritte auszufuhren- 

/' (x) = 273 x 12 371 x* + 325 a- 4 + 624 a- 

21 x 53..T 7 + 65 x* + 312 x* 74 

+ 28.5 25.0 48.0 

24.5 x 7 + 40 x 5 + 264 a* 

r 3 = + 24.5 3* 40 jf 264 x* + 74. 

r x hat in dem Iniervall oo bis 1 nur negative Werte. Demi 
24.5 j? 40 x? + 74 hat seinen algebraisch groBten Wert fiir diese Werte 
von x, wenn 171.5 x? 200 & = ist, d. h. etwa bei # 2 1.17. Der 
algebraisch groBie Wert von 24.5 x 7 40 sf +74 ist daher nicht groBer 
als etwa + 91, wird also von 264 or 2 in dem ganzen Intervall x = oo 
bis 1 aufgewogen. Man kann daher die Anzahl der negativen Wurzeln 
der Gleichung / (x) = 0, soweit sie in dem Intervall x = OD bis 1 
liegen, durch das Verhalten der Vorzeichen von / (a:), / ; (x), ?\ bestimmen . 

^ = oc' : 1 (2 Zeichenwechsel), 

jc = 1 : + -| (1 Zeichenwechsel). 

Zwischen diesen Grenzen liegt daher eine und nur eino negative 
Wurzel. In dem Intervall 1 bis hat / ; (x) nur negative Werte. Deim 
hier iiberwiegt 371 x 6 iiber 273 a? 18 und zugleich 624 a* uber 325 ar*. Die 
Funktion / (x) kann daher von x = 1 bis # = nur abnehmen, und- 
da sie ihr Zeichen wechselt, so hat sie in diesem Intervall eine und nur 
eine negative Wurzel. Im ganzen hat die Gleichung also zwei negative 
und eine positive Wurzel, ferner zwei Paare konjugierter Wurzeln mil 
negativem reellen Teil und drei Paare konjugierter Wurzeln mil 
positivem reellen Teil. 
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